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Calcul matriciel

1 Opérations sur les matrices

Exercice N°1 : Pour A € M,,(K), on note o (A) la somme des termes de A. On pose

1 ... 1

Vérifier JAJ =o(A) - J.

Exercice N°2 : Pour i,j,k, £ € {1,...,n}, on note E; ; et Ej ¢ les matrices élémentaires de M,,(IK)
d’indices (7, 7) et (k,£). Calculer E; j x Ej .

Exercice N°3 : Soient Aq,...,\, des éléments de K deux & deux distincts et D = diag(A1,...,A,).
Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec D.

Exercice N°4 :

1. Soit A € M,,(K). Montrer que

(VB e M,(K), AB :BA> & <EI)\ ceK /A= )\~In>.
2. Soit A € GL,(K). Montrer que

<VB € GL,(K), AB = BA> & <3)\ eK*/ A=\ In>.
3. Soit A € S, (). Montrer que

<VB € S (K), AB = BA) & <3>\ ceK /A= )\‘In>.
4. Soient n > 3 et A € A, (K). Montrer que

<VB € A,(K), AB = BA) & (A = On).

Exercice N°5 : Soit
a b
M_(C d>€M2(R)
avec0 <d<c<b<aetb+c<a+d. Pour tout n > 1, on note
n _ an by
=% i)

Démontrer que, pour tout n > 1, b, + ¢, < ay, + dy.



2 Calcul des puissances d’'une matrice

Exercice N°6 : Calculer A™ pour n € IN et les matrices A qui suivent.

1 1
a=(1 1)
a b
vas(2 )

3 A ( cos) —siné )

sinf cosf

Exercice N°7 : On considére la matrice
111
A= 0 1 1
0 01
et on pose B = A — I. Calculer B™ pour n € IN et en déduire I’expression de A™.

Exercice N° 8 : Calculer A™ pour

de deux maniéres différentes.

Exercice N°9 : On considére la matrice

a=(37)

1. Calculer A?2 — 3A + 2I. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.
2. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2.

3. En déduire I'expression de la matrice A™.

Exercice N° 10 : Soit

1 o1
A=| 0! € M, (R)

1. Soit k € IN*. Majorer les coefficients de A¥.
2. Calculer A™1,
3. Calculer A* pour k € IN.

3 Inversion d’une matrice

Exercice N°11 : Soit

Observer que
A? — (a+ d)A + (ad — be)I = 0.

A quelle condition A est-elle inversible ? Déterminer alors A~



Exercice N° 12 : Calculer l'inverse des matrices carrées qui suivent.

1 0 1
1. A= 2 -1 1
-1 1 -1
1 1 -1
2.B=(2 0 1
21 -1
2 01
3.C=| -1 11
1 01

Exercice N° 13 : Justifier que

est inversible et déterminer A~!.
Exercice N°14 : Soit A = (a;;) € M,(C) telle que
V1l<i<n, 2{:‘atj|<‘atﬂ.
J#
Montrer que la matrice A est inversible.

Exercice N° 15 : Soient n € IN\ {0, 1} et w = exp (%Z). On pose

A= <w<k*1><f*1>) € M, (C).

1<k d<n
Calculer AA. En déduire que A est inversible et calculer A~

Exercice N° 16 : Soit
2 -1 2

1. Calculer (A +1)3.
2. En déduire que A est inversible.

Exercice N°17 : Soient n € IN\ {0,1} et A= (1 —0;;) € M,(R).
1. Calculer A

2. Montrer que A est inversible et exprimer A~!.

Exercice N°18 : Soit A € M, (K) telle que la matrice I + A soit inversible. On pose B = (I —
A)(I+ AL
1. Montrer que B = (I + A)~1(I — A).

2. Montrer que I + B est inversible et exprimer A en fonction de B.

Exercice N° 19 : Soient A, B,C € M, (K) (n > 2) non nulles vérifiant ABC' = O,,. Montrer qu’au
moins deux des matrices A, B, C ne sont pas inversibles.

Exercice N°20 : Soient A4, B € M, (K) vérifiant AB = A+ B. Montrer que A et B commutent.



4 Transposition

Exercice N°21 : Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux

matrices symétriques soit encore une matrice symétrique.

Exercice N°22 : Soit T' € T;F (R).
Montrer que T' € D, (R) si, et seulement si, TT = TT.
Le résultat est-il vrai pour une matrice a coefficients complexes ?

5 Structures formées de matrices

Exercice N° 23 : Soit

b
E =1 M(a,b,c) = a / (a,b,c) € R3
c

0 R
SIS Y

Montrer que F est une sous-algébre (c’est-a-dire un sous-anneau et un sous-espace vectoriel) commu-

tative de M3(RR) dont on déterminera la dimension.

Exercice N° 24 : Soit E ’ensemble des matrices de la forme

b
M(a,b,c) = a
0

o o e
[SEE I

avec a,b,c € R. Notre objectif est d’établir que 'inverse d’une matrice inversible de F appartient

encore & F/, sans pour autant calculer cet inverse.

1. Montrer que (E, +,.) est un R-espace vectoriel dont on précisera la dimension.

. Montrer que (E,+, x) est un anneau commutatif.

2
3. A quelle condition sur (a,b, c) € R?, la matrice A = M(a, b, c) est-elle inversible dans M3(R) ?
4. On suppose cette condition vérifiée. En considérant 'application f : E — E définie par f(X)

AX, montrer que A~ € E.

Exercice N° 25 : Soit n € IN\ {0,1}. Pour o € &,,, on note
Plo) = (5i70(j))1<i,j<n € Mau(R)
appelée matrice de permutation associée & o.
1. Montrer que
V(o,0') € &2, P (0 00’) = P(0)P(o).
2. En déduire que E = {P(0) / 0 € &,} est un sous-groupe de GL,(R).
3. Vérifier que
tPP(g) = P(c™1).
Exercice N°26 : Soit E I'ensemble des matrices de Ms(KK) de la forme

o a+b b 2
A-( b a—b) avec (a,b) € K-.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de My(IK), en donner une base.

2. Montrer que E est un sous-anneau commutatif de My (IK).



3. Déterminer les inversibles de E.

4. Déterminer les diviseurs de zéro de E.
Exercice N°27 : On dit qu'une matrice A = (a; ;) € M,,(K) est centro-symétrique si
V(i) € [Ln]?, ant1-imir—j = aij.

1. Montrer que le sous-ensemble C' de M,,(IK) formé des matrices centro-symétriques est un sous-
espace vectoriel de M, (K).

2. Montrer que le produit de deux matrices centro-symétriques de M, (IK) est aussi centro-
symétrique.

3. Soit A centro-symétrique de M,,(K) et inversible.
En considérant I’application X — AX de C vers C, montrer que A~! est centro-symétrique.

6 Calcul par blocs

Exercice N° 28 : Soient A € M,,(K) et

0, 4
B= ( I, | O, ) € Man(K).

1. Montrer que A est inversible si, et seulement si, B l'est.
2. Calculer BP pour tout p € IN.

Exercice N°29 : Soit M € M,,(K) une matrice de rang r décomposée par blocs sous la forme
A|B
v-(eln)
1. Montrer que pour toute colonne Y € M,,_, 1(K) il existe une colonne X € M, ;(K) telle que

(y) =l )

Al B
Exercice N°30 : Soient A, B,C,D € M, (K) et M = <T‘T> € Moy, (K). On suppose que les

matrices A, D et M sont inversibles.
Exprimer M 1.

avec A € M, (K) supposée inversible.

2. En déduire que D = CA™'B.

Exercice N° 31 : Soit

O O O

Calculer A™ pour tout n € Z.

Exercice N° 32 : Montrer que la matrice
I, | I
A= ( n n > S Mzn(]K)

est inversible et donner son inverse.



Exercice N° 33 : Soit P € GL,(K). Montrer que la matrice

P |0,
A= < o, P ) € My, (K)

est inversible et donner son inverse.

A | A2

Exercice N° 34 : Soient P € K[X], A € M, (K) et M = < o T4

) € Moy, (K). Calculer P(M).
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