POIRET Aurélien
TD n° 14

Analyse asymptotique pour les fonctions

1 Calculs de développements limités

Exercice N°1 : Déterminer les développements limités suivants :
1. DL5(0) de = + sh(z)ch(2x) — ch(x).
2. DL3(0) de z — 1 — €.
3. DL4(0) de x + cos(z)In(1 + x).

Réponses : 1. =1+ 2 — %mz + %mS — 21—4.7:4 + %mg’ + o(2%) 2. %mz + %ms +o(23) 3. & — %mz — ém‘?‘ + o(z?).

Exercice N° 2 : Déterminer les développements limités suivants :

1. DL3(0) de =+ In (1;-21)
2. DL3(0) de x + In(1 4 sinz).
)

3. DL3(1) de x + cos(In(x)).

Réponses : 1. —z + %12 - %z‘s +o(z?) 2.z — %1}2 + %z‘s +o(z3)3.1— %(z -2+ %(z —1)3 4+ o(z —1)3.

Exercice N° 3 : Déterminer les développements limités suivants :
1. DL3(0) de z +— In(1 + €”).
2. DL3(0) de x +— In(2 4 sinz).
3. DL3(0) de & — /3 + cosz.

Réponses : 1. In(2) + %z + %zz +o(z3) 2. In(2) + %z - %12 — izs +o(z3) 3.2 — %12 + o(z®).

Exercice N°4 : Déterminer les développements limités suivants :
1. DL3(0) de & — eV1+e,
2. DL3(0) de z + In(1 + /1 + z).
3. DL3(0) de x — In(3e® +e77).

Réponses : 1. e + Sz + &x‘q' +o(23) 2. In(2) + %x — %xz + %xa + o(23) 3. 21In(2) + %x + %xz — %mS + o(x3).

Exercice N°5 : Déterminer les développements limités suivants :
1. DL5(0) de =~ (14 x)V/=.
2. DL4(0) de 2+ In (S822),

T

shx
3. DL4(0) de z +— In (222).
Réponses : 1. e — %z + %12 + 0(12) 2. 7é12 — 71014 + 0(24) 3. ézz — ﬁz‘l + o(z4).

Exercice N° 6 : Déterminer les développements limités suivants :
1. DL3(0) de = — In(lte)

e?—1

2. DLy(0) de z v 2ctanz,

tanx

sin(z)—1
3. DLy(0) de z > SmE—t.

Réponses : 1. 1 — x + %12 — %13 +o(23) 2.1 - %zz + o(2?) 3. —% + %z — %12 + o(x2).

Exercice N° 7 : Déterminer les développements limités suivants :
1. DL3(0) de 2 — &=Sinz

l—coszx”
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2. DLy(0) de z > 2nG).

3. DL3(0) de x +» Zehi=shz

Réponses : 1. %z + &zs +o(z®) 2.1 — %z — %1}2 + o(z?) 3. %z + &13 + o(z3).

Exercice N° 8 : Déterminer les développements limités suivants :
1. DL3(n/4) de  — sinx
2. DL4(1) de =+ g

2

3. DLy(1) de s =1
4. DL3(1) de z — arctanz

Réponses : 1. Y2 4+ ¥Z(e - 7) - ¥Y2(p - T)2 _ ¥2(2 — T3 yole— 2)® 2. (2 — 1) = 3(e — D? + (e - 1)? = TZ(a — D* + o(e — 1)* 3.
1+43@-1)-H@-1240@-124 T4+ 3@-1)-1@-12+ L@ -1)3+o@@—1)3.
Exercice N°9 : Déterminer les développements limités suivants :
z? gt
1. DL1p(0) de x +— fx

V1Htd©
929
2. Dngoo(O) de z — In (Z i,) .
k=0

Réponses : 1. —x + x2 + %015 - izg — 1—10110 +o(z%) 2. & — 10%)0,11000 + o(21000y,

Exercice N° 10 : Montrer que 'application f : R — R définie par f(z) = ze® admet une application
réciproque définie sur R et former le DL5(0) de f~1.

Réponses : = — 3 + gzs + o(zs).

Exercice N° 11 : Soient n € IN, n > 2 et f 'application de R dans R définie par
1
f(x) =2"sin <> six#0et f(0)=0.
x
1. Montrer que f est dérivable sur R.
2. f admet-elle un développement limité en 07 si oui & quel ordre maximal ?
2 Application aux suites

Exercice N° 12 : Déterminer un équivalent simple de la suite dont le terme général est :

a)2yn—+vn+1—+vn—1. b) 1%)__\1;; ¢) "Vn+1- n.

Réponses : a) ﬁ b) % c) —%272‘

Exercice N° 13 : Déterminer les limites suivantes :
2

1 1\"
a) lim nsin—. b) lim (nsin) . ¢) lim n? ((n+1)1/"—n1/”>.
n

n—-+o0o n n—-+o0o n—-+o0o

Réponses : a) 1 b) é c) 1.
Exercice N° 14 : Soient a et b deux réels strictement supérieurs & 1. Déterminer

. (M)

n—-+o00 2

Réponse : Vab.

Exercice N° 15 : Déterminer "
lim (3\"/ — 2<L/§) .
n——+00

Réponse : g



3 Application aux fonctions

Exercice N° 16 : Calculer f((0) ot f est définie pour z € R par f(z) = %

Exercice N° 17 : Déterminer un équivalent simple des fonctions proposées au voisinage de 0 :
1. (24 cosz) — 3sinzx.
2. 2% — (sinx)”.
3. arctan(2z) — 2 arctan(z).

Réponses : 1. % 2. % 3. —2z3.

Exercice N° 18 : Déterminer les limites suivantes :

;—%. b) liml—il . c) lim—(1+x)1/$_e.

e=0sin“r x z—0x In(l+x) 2—0 x

Réponses : a) % b) —% c) —%5.

Exercice N° 19 : Déterminer les limites suivantes :

. 2T 4 37 1/(2—x) ) ln(l + [IZ) zlnz
@£%<%H+wm> - b m T )
T — g%
c¢) lim avec a > 0.

rz—a arctanx — arctana

Réponses : a) $64/1355/26 b) e ¢) a®(1 + a?)(1 — In(a)).
Exercice N°20 : Soit f:]—1,0[U]0, +oco[ — R définie par
In(l1+2z)—z
f@) = ——F—

2
Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est alors dérivable en
0. Quelle est alors la position relative de la courbe de f par rapport a sa tangente en ce point ?

X

Exercice N° 21 : Montrer que la fonction

X =
frx et —1

peut étre prolongée en une fonction de classe C* sur R.
Exercice N° 22 : Soit
frae (x4 1)/

définie sur R**,

Former un développement asymptotique de f a la précision 1/ en +oo.

En déduire I'existence d’une droite asymptote en +o0o & la courbe représentative de f.
Etudier la position relative de la courbe et de son asymptote en +oc.

Exercice N° 23 : Soit
frz—z(ln2x + 1) — In(z))

définie sur R**,

Former un développement asymptotique de f a la précision 1/z en +oo.

En déduire I'existence d’une droite asymptote en 400 a la courbe représentative de f.
Etudier la position relative de la courbe et de son asymptote en +oc.

Exercice N°24 : Soit f: R — R définie par
foy={ o o

0 sinon

Montrer que f est de classe C*® et que pour tout n € IN, f(")(0) = 0.
C’est ici un exemple de fonction non nulle dont tous les DL, (0) sont nuls.



4 Suite définie de maniére implicite

Exercice N° 25 :

1. Montrer que I’équation tan(z) = = admet une unique solution dans l'intervalle ] nmw — 5,nT + 5 [

Cette solution est notée z,,.
2. Quelle relation relie z,, et arctan(zy,) ?

3. Montrer que z, =n7m+ 5+ o (1)

n—-+o0o

4. Montrer que
n T 1 n 1
Tp =NT + — — — o )
" 2 nm n—too \n
5. En exploitant que
1
Va > 0, arctan(z) + arctan () = —,
x

montrer que

s 1 1
xn—mr—i—Q—n +2n2 n—s o n2

Exercice N° 26 : Soit f la fonction définie sur R* par f: x — xsh %)
1. Montrer que pour tout > 0, on a x > th(z) > 0.
2. En déduire le tableau de variation de f. On précisera les limites.

3. Montrer que f admet un développement asymptotique en +oo de la forme

oll ap, ai et as sont des constantes & déterminées.
Montrer que pour tout n € IN*, I’équation f(x) = "TH admet une unique solution u, > 0.
Montrer que la suite (uy,) est strictement croissante.

Montrer que (uy) tend vers +00 en +o0.

NS G

Déterminer un équivalent de (u,) quand n tend vers +oo.

Exercice N° 27 :

1. Pour tout n € IN*, montrer que 1’équation
2 +r—-1=0

d’inconnue z € [0, 1] posséde une, et une seule, solution x,, €]0, 1[.
2. Etudier la monotonie de (z,) ainsi que sa convergence.
3. Omn pose, pour n € N*, 6, =1 — z,,.
(a) Montrer que In(d,) ~ —ndy,.

n—-+o0o

(b) Montrer ensuite que In(d,) et —In(n).
In(rn)

(c) En déduire que §,, ~

n—-+00

(d) En déduire un développement asymptotique & deux termes de la suite (x,).

Exercice N° 28 : On considére, pour chaque entier n € IN, ’équation = + In(z) = n.



1. Démontrer que cette équation admet une unique solution z,, €]0,+oc], puis démontrer que la
suite (z,,) est strictement croissante.

2. Démontrer que (z,) tend vers 4o0.

3. Démontrer que z,, ~ n.
n—-+00

4. Démontrer que z, =n —In(n) + o (In(n)).

n—-+00

Exercice N° 29 : Soit n € IN* et considérons ’équation
r+a’ 4 ta =1
d’inconnue z €]0, 1].
1. Montrer que cette équation admet une unique solution que ’on choisit de noter x,.

2. Montrer que la suite (z,,) est strictement décroissante et minorée par %

3. En déduire que (z,,) converge et donner sa limite.

Exercice N° 30 :

1. Pour n > 2, montrer que I’équation
2" —nr+1=0

d’inconnue z €]0, 1] posséde une unique solution .

2. Etudier la convergence de ().

1

3. Montrer que &, ~ .

n—-+00
Exercice N° 31 :
1. Pour tout n € IN*, montrer que I’équation
2" fayn—1=0
d’inconnue z € [0, 1] posséde une unique solution z,.
2. Etudier la convergence de (z,,).

3. Montrer que z, ~ —=.

n——+00 Vvn
Exercice N° 32 :

1. Pour tout n > 2, montrer que 1’équation
" =xz+n
d’inconnue z € R* posséde une unique solution x,,.

2. Montrer que (z,) converge vers 1.

3. Détermine un développement asymptotique & deux termes de la suite (zy,).

Exercice N° 33 :

1. Pour tout n > 2, montrer que 1’équation
) x
sin(x) = —
(x) =

d’inconnue z €]0, 7| posséde une unique solution z,.
2. Etudier la monotonie de (x,,).
3. Montrer que la suite (z,,) converge et préciser sa limite.
4. Montrer que 7, =7 —Z+ o (1)
5

o p—too T
(a) Calculer le développement limité de la fonction arcsin a 'ordre 3 en 0.
(b) En déduire un développement asymptotique de (z,) & la précision o (%) lorsque n
n—+oo
tend vers +00.



Correction des exercices

Solution Exercice N°1 :

1.
2
_ — L 5 2, % 4 5y 5
sh(z)ch(2z) — ch(zx) (m—‘r Z g3 +120x +Igo(az )) X <1+2x +3:c +Igo(a: )) (1+ 22 + ac + ° (a: ))
1 1
_ 9 4 L 51t 5
—ot2tt x +6w +3 +120 2 T L%
1 s 13 5 1 121 ; 5
=1 _= i B ik
T gt et gt T L0
2.
1
—ex:(1+z+12+x3 o (x3)) (l—l—x—l— —x? 4 z + o (z3))
1—z z—0 6 z—0
_1 2 3 3
= 1?4 20 o) + o ()
3.
cos(z)In(l + z) = 177x +— Y4 o (b)) x zflx2+lx371x4+ o (z%)
2 24 z—0 2 3 4 z—0
1,1 3 14 15 1 4
=r— g +§ - e +4x + go(x)
— 12 13 4
=1 - jat - + ﬁo(z)

Solution Exercice N° 2
1.

241 1 1
ln(g;j1>:ln(1+22)fln(1+ z) = 22 + o (x)f:rJriachgstrwgo(xs)

_ 32 13 3
—fa:+§x 3% +x30(x ).

1
In(1+sinz) =1n (1+zf —z3 4+ o (:1:3))
(4] x—0

3. On pose u =x — 1.
(In(z)) (In(1 ) : Ly3 o ( 3)
cos(In(z)) = cos(In(1 4+ u)) = cos | v 2u +3u + ol

1 1, 1 3.\ 2
:177<u77u +ud 4+ o (u )) + o (u®)
z—0 z—0

2 2 3
*1—1u + u + o (u3):1—1(z—1)2+1(z—1)3+ o ((z—1)3).
z—0 2 2 z—1

Solution Exercice N° 3 :
1.

z—0

In(1+¢€%) = (2+a:+ —x? 4 z + o (ws))
z—0

:ln(2)+ln( @+ x +—:c + o (fv3))

() + 22+ 22 + =2+ o (a?) 11+12+13+o(3)2+
= =T x — €T - = —X - —X x
2\2" "4 127 " aso

27 4 12 20
1/1 1, PR 3
3 (2x+4x +E Tt o,@ )) .90



Solution Exercice N° 4 :
1.

In(2 + sin(z)) = In (2 +z— é:ﬁ’ + o (r3)>

z—0

_ 1 1 3 3
=1In(2) +1In (1—}—51:—5:0 +zgo(:c ))

1 1 1/1 1 2
:ln(?)—i—ix—ﬁx?’—i—zio(xg)—i(736——903—1- o (1‘3)) +

3\ 2 12 z—0 z—0
— 1 3 1 2 3 3
B A A T A L YRS
— 1 1 2 1 3 3
7ln(2)+2;t—893 22> ziO( )

1
V3 +cosz = 475902+ o (x3)
x—

0

1
— _ 2 3
=24/1 g7 +.0 (x3)

0
=2 l—ia:2+ o(ccB)
16 z—0

_ 12 3
—2—§z +zio(z ).

Az 1 1 1
eVI+? — exp (1 +-z— 2?4+ =234+ o (ms))
2 16 z—0

8
= e X exp (*x— éx2+1f16x3+ oO( 3))
(oot e} (- B )
i Gema e i) +2)
—ox (14 g ettt gt g o)
=e+ gx + %x‘”’ + zio(zS)

11
ln(1+\/1+x):ln<1+1+§x—7m2+—a:3+ o (:c3)>

1
8 16 z—0

1 1 1
=1In(2) +In (1 + Vil —x? 4 a3 4+ zio(x3))

1 1 1 1/1 1 1 2 1/1 1 1
() 4t Loy tos L1 o s it 1 5 1
e TR T 2(4”"3 67 TR ) T3\dt " Tt
1 1 1 1 1
T OTI DU S SUUNE S BN I SUTNL IO SURRE 3
D+ BT R TR Ta® T tL.S®)

16 32

1
:ln(2)+7z—im2+ix3+ o (x3).
4 z—0

32 96



1 1 1
In(3¢” +e %) =1In 3++3m+§m2+7m3+ o (@) +1—2+=2® - =22+
2 2 z—0 2 6

Solution Exercice N°5 :
1.

Solution Exercice N° 6 :

1
=In (4+2:(:+2x2+7w3+ o (w3))
3 z—0

21n(2) + In (

1 1 1
=2In(2)+ —z+ -2 + —
n()+236+2:r +1296

1 1
:21n(2)+§x+ 5:1:2—&—

1 3
=2In(2) + 5% + Za?

8

2

1

PRl S
12

1 1 1
1+5m+7:1:2+—w3+ o (%)

3

3

)

12

/1 1, S\ 11 1, 1 53 3
2(2x+2 T )+3 2" T ™) Tl
12 13 1 3 3
PR +ﬂz+ oo(x)

3

13
g7 T

(14 2)Y/% = exp (i In(1 + x))

i

sin(zx)

exp (

1

x

X

15 13
(m 2x+3az

+ xzo@«"’)))

_ 1 1, 2
= exp (1—533—4—51 +Igo(x ))

_ 1 1 2
= e X exp <_§$+§$ +zgo(z ))

)

_ 11, 1/ 1 1,\2 5
_e><<1 §x+§x +§( §x+§x) +zg0(a:)
_ 1 Lo, 1, 2
_e><<1 2x+31 +8x +x30(x)
o e 1lle 5 5
—e—ix—‘rar +zzo(:(; ).
_ 1 5 I 4 4
,ln(l G +120 +zgo( )
_ 12 o4 1 12 1og)? 4
= 6" T in” 2( 6% T10% ) T2 )
I T 4 1 4 4
=76 T T Ta2)
1 1
=——22 - —gt o (z%)
6 180 z—0
_ L 2 1 4 4
) =1In (1—1—650 +ﬁx —i—z_}O(x )
L T o4 1/(1, L o4\? 4
=57 T10” 3 (6 * 120 +,9%0®)
_ 1 1T a1 4 4
=57 Tt Tt T
1 1
=22 - —gt o (z%).
6 180 z—0



_1,2,.1.3_ 1.4 4
r— 2%+ 3T I +130(x)

In(1+ z)

er —1 T+ 3224 1o + Lot 4 io(x4)
x

1o lotlag2 1230 o (43
_ 2 3 4 z~>0( )

B 1+%x+éw2+i$3+zgo(w3)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
:(177:1:+7x277m3+ o (x3)>>< (175937712 —:1:3+7x2+8x377 8

2 3 4 z—0

— 1 Lo L3 3 L L o 3
_(1—23:—4-39: — 2" +Igo(x) X (1—=-z+ % + io(m)

R T S B N B N TP T 5
DR S S T TR C
o 2 5 11 4 3
=1 x+§:r: Yk —i—lgo(x ).
2.
1.3 3
arctan(z) T —3r+ xio(az )
t - 1.3 3
an(z) T+ 3z +zio(x )
_ 1.2 2
_1 31,‘ +zg0(x)
- 1.2 2
1+3£E +13>0($)
_(1_21,2 2 _ 12 2
_(1 3% +xio(x ))X(l 3° +x30(m ))
— 2 2 2
_1_§$ +13>0(x)
3.
2
sin(z) =1 71+x+xo (%)

T2 11224 o (22)
z—0
1 2 1 2
=—-Xx|—-142z4+ o (%)) x |14+ -2+ o (z9)
2 x—0 x—0
111,

Solution Exercice N° 7 :
1.

xr —sinx 6

1 —cosz

z—0

_ 11 3 3 1, 3
72><( T T +Igo(a: ))X(1+12m + o (z°)

_ 1 1 53,1 4 3
—2><(gx ﬁx +5x +zgo(a:)

71 L 3 3
= 3x+90$ +zgo($ ).



_ 1.3 3
sin(x) 8" +zi0(x)

exp(z) =1 x4 fa2+ Llad+ zgo(x:”)

1_1 2 2
GI +£IJE>O(I )

1+%x+éz2+zgo(z2)

1 1 1 1
(1 — 612 + o (12)) X (1 -5t 6562 + 1:1:2 + xgo(xQ))

z—0

_ 1o 2 1 1 o 2
_(I—Gm +Zio(m ))X<1—2x+12:p +zio(:p)

1
=1—-o+—z®>— =22+ o (z?
2 12 6 :c—>0( )
1
—1— g — —g2 ° (xZ)
2 12 —0
3.
1.3 1.5 5 1.3 1 5 5
achz —shz *71 27 +ﬂx°wgo(x ) =T — gT° — 557 +$go(z)
cho—1 3%+ gt + o (@)

1 1.3 3

1 1
2 + ﬂm2 + zio@:g)

(%)
1+ Sa2 + Igo(m3)

=2x (lx—&-ixg—i- o (x3)> X (1—i062+ ° (x3)>

3 30 z—0 12 z—0
2 1 3 1 3

Lyt lad4 o
3 30 z—
=2X

Solution Exercice N° 8 :

1. On pose u =z — 7/4.

sin(z) = sin(u + 7/4) = sin(u) cos(7/4) + cos(u) sin(mw/4)

V2 13 Lo 3 3
,7(u—gu +1—§u +ugo(u )+uio(u ))
V2 1, 14 3
_7(14- — U gu + go(u ))
2 2 T \/5 T o \/5 T 3 3
=V Ve Ty Vi Ty Ve, T —w/4)3).
R T A ST GO Sl
2. On pose u =z — 1.
In(z) In(l+u)
22 (14u)?
u—%u2+%u3—%u4+uio(u4)
- 1+ 2u + u?
— 1o, 15 14 4 2 3 3
_(u 54 +3u ik +uio(u) X (1—=2u+3u” —4u +u30(u)
1 1 1 2 3
:u—§u2+§u3—Zu4—2u2+u3—§u4+3u3—5u4—4u4+u30(u4)
5 13 7
=u——ul+ =Zud— —ut+ o (u?)

2 3 12 u—0

e (R e C e R R N (R

10



3. On pose u =2z — 1.

u
= 1 1
u— zu? + zud + ugo(u3)
. 1
l—lu—&—%u?—&—uo (u?)
1 1
=14 -u—-u?+u?+ o (u?)
4 u—0

1 1 5 2
=14+ —u— —
+2u 12u +u30(u )

1 1
=1+ E(xfl)f 5(171)2+x31((mfl)2).

4. Notons f: z +—> arctanz. f est de classe C* au voisinage de 1.

f=1.
iz ﬁ et donc f/(1) = 1.
iz —2W donc f"(1) = —%.
22)2 92 22
Fw e -2 B ) done (1) = &

Par la formule de Taylor-Young, on en déduit que
f@ =54 -1 @+ @1 o (@ 1))
z)=—+-(x—1)— — (= — —(x — o ((x— .
4 4 12 z—1

Solution Exercice N°9 :

1. La fonction t — ﬁ est continue sur R.
t

Notons F' la primitive de f s’annulant en 0 dont I’existence est assurée par le théoréme fondamental de I’analyse.
Pour tout z € R,

2
z dt
—— = F(z?) - F(a).
/x 1+t @) (@)
Ainsi
d e dt
— — = 22F'(2?) - F'(x
dx/l ito (=) = F(w)
2x 1

V1+z8 V1424

1 3
=2z —a% —1+4 Zz* - 248 o (z?).
Par intégration termes a termes, on obtient

1 1 1
:71.+1.2+7x5771.977x10+ ° (xIO).
z

CENY:
/x Vitid 10 24 10 20

2. Par la formule de Taylor-Young,

999k 1
Z _ z 1000 1000!
g (k—O k! ) " (e woor” TS o ))
1
— _ =z [ __—~ 1000 1000
_z+ln(1 e (1000!1 +xoo(x )))

— _ _ 1 1000 1000
7:c+ln(1 (1+Igo(1))><(1000!a: +Igo(:c )

_ _ 1000 1000
=z+In (1 Tooor® +zio(:c ))
_ _ 1000 1000

=TT 00 TLS0@ )

Solution Exercice N° 10 : La fonction f est de classe C* sur R et, pour tout z € R, f/(z) = e”2(1+222) > 0. lir_,r_1 f(x) = +o0
T—>1T 00

et lim f(z) = —oo. La fonction f induit donc une bijection de R dans R et son application réciproque f~! est de classe C*®
Tr—r— 00

11



sur R. Cette derniére admet donc un DLs5(0) selon le théoréme de Taylor-Young.
Comme f est impaire alors f~1 aussi : le DL5(0) de f~1 est donc de la forme

—10.\ 3 5 5
f T (x) = ax + bx® + cx +x3>0(:1c ).
Pour déterminer les coefficients a, b et ¢, exploitons la relation f~!(f(x)) = x. Nous avons
1 -1 3 a® 5
e=f"(f@)=f""|z+2"+ -+ o (2°)
2 z—0
<+3+ms)+b(+3+x5)3+ (+3+x5)5+ ((+‘r3+x5>
=alz+z°+— z+a’ 4+ — clz+2’+ — o T+ —+ —
2 2 2 z—0 2 24
3 a 5 5
=az+ (a+b)zx +<7+3b+c)z + o (z°).
2 z—0

Par unicité des coefficients d’un développement limité, nous obtenons

a=1
a+b=0
5+3b+c=0

Onendéduita=1,b=—-1letc= % puis
5
@)=z -2+ 225+ o (a5).
2 z—0
Solution Exercice N° 11 :

1. f est clairement dérivable sur | — oo, 0[ et sur ]0, 4oo].
Soit x # 0.

Pour tout = # 0, 0 < ‘w‘ < Jamh

Par le théoréme d’encadrement (et vu que n — 1 > 1) alors %{;(0) tend vers 0 lorsque z tend vers 0, pour z # 0.
Ainsi f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

f est dérivable sur R.

f(=)

zn—1

2. Pour tout z # 0, 0 <

N

f(z)

Par le théoréme d’encadrement (et vu que n — 1 > 1) alors ~m—1 tend vers 0 lorsque « tend vers 0, pour x # 0.

Comme f(0) =0 alors f(x) = go(x”’l).

f admet donc un développement limité a I'ordre n — 1.
sin n’admet pas de limite en +o0o0. Ainsi z — % n’admet pas de limite en 0.

Par conséquent, f n’admet pas de développement limité & 1’ordre n.

Solution Exercice N°12 :

1.
1
20n —vVn+ —\/n—lz\/ﬁx<2—,/1+— 1—)
n
1 1
\/ﬁx<2—,/1+— 1—)
n n
9_1 1 1 1 1 1
= 1+ - — 4+ o —
" 2 +82 +2 +8n2 n—+4oo \ n?
1 1 1
= —+ o _— ~ .
4n3/2 ' n—too (n3/2) n—+oo 4ny/n
2.
In(n+1) —Inn ln(1+%)
vn+1l-yn \/ﬁx( 1+l—1>
1 1
;—Q—n_ﬁ‘_oo(;) 2




Solution Exercice N° 13 :

1.

1][lrﬁrll))_ ;{@)

n(n) + L o (1

) o (12)
1

_ In(n In(n) In(n) In(n)
A n2 + - roo \ 2 n

14 In(n In(n) = In?(n) In(n) In%(n) (ln(n)

n? 2n? n 2n? n—+too \ n2
_ In(n) In(n) In(n)
N n2 n—-+0o0o n2 n— 400 n2
. 1 1
nsmf:'nx(f—l- o (7>>:1+ o (1) — 1.
n n n—-+oo n n——+oo n——+oo

2

(rl) o (e ()
nsin — =exp (n“Iln | nsin —
n n

n? ((n+ 1)1/n _ ,nl/n

Solution Exercice N° 14 :

Solution Exercice N° 15 :

(3%—2%)":

(

Ya+ Vb

v

2In(1- i + o i
exp 6n2  n—+oo \ n2

( )))
(_ 1

+ Ve

1
= — 1 —
eXp 6 nﬁ»o+oo( )) n—-+4oo

n? % ( (ln(n+1)) p(lnin)))
el b (1))
( ln(n 1 In?(n) q In(n) In(n)?
n2 2n?2 n 2n?
1+ n—>+oo (1) n—?—k)oo 1

In(a)
+ 2n

In(b)
+ 2n

()

Vab.

—
n—-+oo

+ nﬁo+oo (1))

)
( -2 (7))
(252 -2 e (7))

8
31n(2) — 21In(3 1 —_— —.
n2) -2+ o M)

n(3)
— % n

ln(2)
nln (3

3 ln(2)

w
+

Il

@

¥
S

3

5

3 ln(2) 21n(3)

n

Il
]
b
o

T
=2
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Solution Exercice N° 16 : f est classe C*° sur R. Par la formule de Taylor-Young,

z—0

nofk)
f(:z:):kz::o fT(O)zk+ o (z").

Par ailleurs,
n

_ _ 1)k A4+6k 4+6my
F@) = SR o (00
Par unicité des coefficients d’un développement limité, on en déduit que

(n) n! x (=1)F ¢l existe k € Z tel que n = 4 + 6k
;) = 0 sinon

Solution Exercice N° 17 :

1.
#(2+cosz) —3sinz =2(2+1 - 11‘2 + ix‘l + o (2%) =3z — lx?’ + ix‘r’ +
2 24 x—0 6 120
x® 5 5
~ 60 +x30(x ) 230 60
2.
2% — (sinz)® = % 1n(e) _ gz In(sin(z))
prln(@) _ % In(z—ga+ o (a%))
— eln(@) _ " In(z)+= 1n(17%z2+zio(z2>)
B N
z—0 6
3.

arctan(2z) — 2 arctan(z) = (Qa; - %(2@3 + zgo(acs)) -2 (a: - émg + o (a:g))

Solution Exercice N° 18 :

1.

1 1 1 1
sinz 2% 2 g2
1

(x — 53+ zio(ac3))
1 1
T2 1—L1a24 o (22)
1 1 o 2
:;X(lJrgx +woo(x)fl)
1+ (1 1
= — o] —
3 z—0 z—0 3
2.
1 11 1
z In(l+z) =z 27%x2+ o (z2)
x
1 1
7 1—sz+ o (z)
x 3¢+ o
= 1 1—0—1
=—-X - §x+ oO(J:)

1) — .
2 x—0 x—0 2
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Solution Exercice N° 19 :

1. Onposeu=2—2.0On a:

9T 4 3 1/(2—z)
()

2z+1 + 5ac/2

(

3. On pose u =2z — a.

% — a®

T

In(1+4+ =

Inz

(

( 1 ( 13— 4uln(2) = 9uln(3) + o (u)
(ul (13 8uln(2 )—5/2uln(5)+ui0(u))>
(

(

S

In(1+x)
1+2)/"—e e =  —e

x T
1—1 o
e 2z+w%0(z) —

T
_1

gzt o (@) 1
T

St oo (1) —
- _%4 5 _¢
2 x—0 x—0 2

( 4-27%+9.37¢ ))
In| ——F——+
8.27u 4 5. 5-u/2
4e—wIn(2) +96—u1n(3)
8e—uln(2) + 5e— u/21In(5)

4 9 1 8 5
In (1 3 In(2)u — e In(3)u + uzo(u)) — In (1 BEE] In(2)u — % In(5)u +

4 9 8 5
(fﬁ In(2)u — 1 In(3)u + I In(2)u + % In(5)u + uio(u)))

9 5
5 In(2) — 5 In(3) + 33 ln( )+ % In(5) + ugo(l))

— exp ( 143 In(2) — S In(3) + 3 In(2) + — ln(5)) 364/1355/26.

13 13

) zlna
) = exp (zIn(z) (In(In(1 + z)) — In(In(x))))

exp (zIn(z) (In(In(z) + In(1 + 1/x)) — In(In(z))))

exp (m In(z) (n (1 + m 1n+x1)/x))))
= exp (zln(w (n(1+mlnz o too (mlr}(x)))))
= exp (z In() ( 1;(36) t e (mlr}(z))))

1+ o (1)
—e T—too — €.
x—+o00

% — a® T —a

arctan x — arctana

Solution Exercice N° 20 :

X
T —a arctanx — arctana

(a4 u)® — quta u
N U arctan(a + u) — arctana
o1+ u/a)® — euln(a) o u
=a
u arctan(a + u) — arctana
—ul
:aau un(a)+ui0(u) “
u arctan(a + u) — arctana
u
=a® x (1 —In(a o (1)) x — a%(1 + a?)(1 — In(a)).
( (a) + uHO( ) arctan(a + u) — arctana u—0 ( A (@)
x— 2x% 4+ 140 (14)733
20 1 1 1, 2
m2 = 2+3a: z +zgo(x).



Ainsi f admet une développement limité & lordre 1 et 0. f se prolonge en une fonction dérivable sur R. On note encore f ce
prolongement et on a f(0) = —% et f/(0) = %

La droite d’équation y = —% + %x est la tangente en 0 de prolongement

Au voisinage de 0, la courbe est en-dessus de sa tangente.

Solution Exercice N° 21 : f est clairement de classe C* sur | — oo, 0[ et sur ]0, +oc0].

T 1

fq; = =
(@) 1+x+%x2+x30(w2)71 1+%x+xio(m)

—1-lot o (@)
7—513 ziox-

Ainsi f admet une développement limité & l'ordre 1 et 0. f se prolonge en une fonction dérivable sur R. On note encore f ce
prolongement et on a f(0) =1 et f/(0) = _%,
Pour tout = # 0,
l1+z+222—1—-2z(14+2)+ o (2?)
e’ —1—xe® 2 1
Fw) = = 220 Lo 24 o ().

(e® —1)2 (at—i-mgo(as))2 2 250

Ainsi 1i ’ — _1_ f10).
insi lim f/(2) = —3 = f'(0)

x#0
Ainsi f est de classe C! sur R et f se prolonge en une fonction de classe C! sur R.

Solution Exercice N° 22 :

f@ =@+ x (14141 ¢ ! bor 2y 1)
z) = (x -4+ = o — =z — o ~ ).
z 222  z—+4oo \ z? 2  z—+oo \

Ainsi la droite d’équation y = = + 2 est asymptote a Cy en +oo.
Au voisinage de 400, la courbe est au-dessus de son asymptote.

Solution Exercice N° 23 :

F(z) = 2In(2 + 1/2) = 21n(2) + o In(1 + 1/(22)) = 2 In(2) + i +. o (i) .

Ainsi la droite d’équation y = xIn(2) est asymptote & Cy en +oo.
Au voisinage de 400, la courbe est au-dessus de son asymptote.

Solution Exercice N° 24 : La fonction f est de classe C*° sur | — 0o, 0] et sur |0, +oo].
Montrons par récurrence simple sur n € IN, la propriété
P(n): 7 3Py € Rlz] / V2 £ 0, f1(2) = ——Fe =2 7.
x
— Py =1 convient et P(0) est vraie.

— Supposons P(n) vraie pour un n quelconque. Montrons P(n + 1). En dérivant la relation,

P (x)

N
2
e =«
xr2n

Va #0, [ (z) =

)

nous obtenons
_ Pl (x)x? — 2naPp(x) 4+ 2P ()
- 22(n+1)

_1
z

vz #0, fH)(z) e
On pose alors P11 : & + P/ (2)2? — 2n2 Py (z) + 2Px(x) pour obtenir P(n + 1).

La récurrence est donc achevée.
Par croissance comparée, on en déduit que
Vn € N, lim f(”) (z) =0.
x—0
x#0

Comme f(0) = 0, on en déduit d’aprés le théoréme de prolongement C> que la fonction f est de classe C*° sur R et que, pour
tout n € N, (™) (0) = 0.

Solution Exercice N° 25 :

1. Soit n € IN. Notons I, = ]nﬂ — 5,nm+ %[ et, pour = € I, posons f(z) = tan(z) — z.
f est dérivable sur I, et, pour tout « € I, f’(z) = tan?(z) > 0, sauf en = = nr.

Ainsi f est strictement croissante sur I,,.

lim f(z)=-occet lim f(z)=+o0
z—»nﬂ'f% z~>n7r+%
u_v>n7r—% 'J:<1L7r+%

Par conséquent, f est bijective de I, dans R.

L’équation f(z) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle ]mr - g, nm + g [
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2. On a:
arctan(z,) = arctan tan z,, = arctantan(z, — nm) = z, — n7w

puisque z, — nw €] — w/2,7/2].
3. Comme z,, > nw — w/2 alors, par le théoréme de comparaison, (z,) tend vers +oo.

Par conséquent, la suite (zn, — nm) converge vers /2 et donc z, =nm+ 5 + o (1).
n——+oo

4. On écrit zn, = nm + 7/2 + €, avec (en) qui converge vers 0.
Comme tan(z,) = zn alors nm+ /2 + €, =
Ainsi e ~ —-L puis

" n—+oco N7 p

" tan(en)”

™ 1 (1)
Ip=nm"+ - — —+ © — .
2 nmT  n—+oo \ n

™ 1
Tn = nm + arctan(xy,) = nw + 57 arctan | —

Tn
" T ¢ 1
=nm + — — arctan T T
2 R e N )
n T " 1 1 n 1
=nm 4+ — —arctan [ — — o —
2 nmt  2mn?  n—4oo \ n2
L I
=nr+ - — — o — .
2 nm  2n2m  n—o+too \ n?

Solution Exercice N° 26 :

1. Pour tout > 0, ch(z) > 0 et sh(z) > 0 donc th(z) > 0.
Pour z > 0, on pose g(z) = zch(z) —sh(z). g est dérivable et, pour tout = > 0, ¢’(z) = zsh(x) > 0. Ainsi g est strictement
croissante. Comme 1imog(x) = 0 alors g est strictement positive sur |0, +ool.

xr—r

Ainsi, pour tout z > 0, = > th(z).

2. f est paire donc il suffit de I'étudier sur RT*.
f est dérivable sur RT* et, pour tout > 0, f/(z) = sh (%) — %ch (%) < 0.
Ainsi f est strictement décroissante sur R1*. Les variations sont les suivantes.

T |—o0 -3 +o0
f! + +

—+o00 || +oo
fl1 1

1 1
f(x)=1+@+z_&oo(x—2).

4. f est strictement monotone et continue sur |0, +oo|. "T'H €]1, +oo[= f(]0, +o0].
Par le théoréme de la bijection, pour tout n € IN*, I’équation f(x) = "TH admet une unique solution uy, > 0.

1 2 Ao
5. % > Z—L Ainsi f(un) > f(un+t1).
Comme f est strictement décroissante sur RT* alors u, < unt1-
La suite (un) est strictement croissante.
6. Notons f~! la fonction inverse de f|‘]£.l.too[~

Ona:up=f""! ("—H)

n
lim 2L =1 et lim f~1(z) = +oo.
n—+oo M z—1
Par caractérisation séquentielle de la limite, on en déduit que (un) tend vers +oo en +oo.

7. flun) = "TH =1+ % Ainsi

1 1
14+ —=14—= o — .
n 6u + n—+oco (u%)
Puis
1 1
n n—too 6u
Et donc un, ~ %
n—-+4oo
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Solution Exercice N° 27 :

1. Soit n € IN*.
Pour z € [0,1], on pose fn(z) =z +xz—1=0.
fn est de classe C* sur ]0, 1[, et pour tout = €]0,1[, f4(z) =nz" 1 +1>1>0.
Ainsi fy est strictement croissante sur |0, 1[ et induit donc une bijection de 0, 1[ dans f,(]0,1[) =] — 1,1[.
0 €] — 1,1[ donc I'équation fy(z) = 0, d’inconnue z €]0, 1], posséde une unique solution.
2. foy1(zn) =2t +2n — 1<l +2n — 1= falzn) =0.
Ainsi fp41(zn) < fnt1(@n41). On en déduit que zp < Tp41-
La suite (zn) est donc croissante. Comme (z,) est majorée (en l'occurrence par 1) alors (x5) converge vers une limite £
vérifiant 0 < ¢ < 1.
Si0<¢<1 alors, de )} =e™ In(zn) on en déduit que (z7) converge vers 0.
La suite (1 — z,) converge vers 1 — £. Comme z!* = 1 — zy,, par unicité de la limite, on a £ = 0.
C’est absurde et donc £ = 1.

3. On pose, pour n € N*, 6, =1 — zp,.
(a) In(0n) =In(1l —xpn) =In(z}) =nln(zn) = nln(l — o) ~ —ndy puisque (dn) converge vers 0.
n——+oo

(b) Par comparaison des infiniment grands, on en déduit que In(—In(6,)) —In(én) ~ In(n) ~ —In(dn)
n——+oo n——+oo
Ainsi In(6,) ~ —In(n).
n—-+oo

Co N _ . - In(n)
(c) Ainsi —ndy o In(n) puis 6, notoo ™

(d) On en déduit que
oy =1 In(n) I (1n(n)> .
n n—r+o0 n
Solution Exercice N°© 28 :

1. Soit n € N. Pour z > 0, on pose f(z) =z + In(z).
f est de classe C* sur |0, 4+o0[ et, pour tout = > 0, f'(z) =1+ % >1>0.
Ainsi f est strictement croissante sur |0, +oo].
f induit donc une bijection de 0, +oo[ dans f(]0, +o0[) = R.
Comme n € R alors ’équation f(z) = n posséde une unique solution z, €]0,+ool.
xn = fH(n).
f~1 est strictement croissante sur R donc (z,,) est strictement croissante.
; —1(p) —
2. Igr_‘r_loof (z) = 4o0.
Par caractérisation séquentielle de la limite, on en déduit que (z,) tend vers 4oo.
3. n=xn+In(xn) ~ xn.
n——+oo
Donc x, ~
n——+oo
4. On écrit T, = n + nep, avec (en) qui converge vers 0.
n = xpn + In(z,) donc 0 = nep + In(n) + In(1 + €,).
Ainsi —In(n) = nep +In(l+€,) ~  nen.

n—-+oo

insi ~ () —n—
Ainsi ep, oo o buis 2, =n —In(n) + n_&_oo(ln(n)).

Solution Exercice N°29 :
1. Soit n € IN*. Pour z €]0, 1], on pose fn(z) =z + 2+ - +z™.
fn est de classe C* sur [0, 1] et, pour tout = €]0,1], f/(z) =1+ +---+naz”" > 0. Ainsi f, est strictement croissante
sur 10, 1].
fn induit donc une bijection de ]0, 1] dans f»(]0,1]) =]0,n]. Or 1 €]0,n]| donc I’équation fr(x) = 1, d’inconnue z €]0, 1],
admet une unique solution notée x,.

1 1 1
2. fo(@n41) = Tnt1 +‘Ti+1 +o 2R = T +3”%4-1 to +1211 - xZil =1 *9”211 <L

Ainsi fn(zn+1) < fn(zn), comme f, est strictement croissante, on a donc zn4+1 < xn. La suite (z,) est strictement
décroissante.
Lo

fa(1/2) = 1 x 1_2% =1-2t <1=fa(zn).

Ainsi, comme f, est strictement croissante, on a donc z,, > %

(zr) est donc minorée par %
3. Par le théoréme de la limite monotone, (z,) converge donc vers une limite ¢ vérifiant % <l<1.
Pour tout @ €]0,1[, fn(z) = z x 1=2"

1—2

Pour n > 2, x, < z1 = 1 donc, par passage a la limite dans ’égalité 1 = x,, X 1:38

xl . 0 . 1
=, on obtient 1 = 1=; puis £ = 3.

Solution Exercice N° 30 :
1. Soit n > 2.
Pour z €]0, 1], on pose fn(z) = 2™ —nz + 1.
fn est de classe C* sur ]0, 1] et, pour tout = €]0,1], f/(z) =n(z"~1 - 1) <0.
fn est donc strictement décroissante sur |0, 1].
frn induit donc une bijection de 0, 1] dans f,(]0,1]) = [2 —n, 1].
Or 0 € [2 — n,n[ donc I’équation f(x) =0, d’inconnue x €]0, 1], posséde une unique solution x,.
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2. fn+1($n)_$n+1 (n+1)$n+1 (TZ+ )xn“l‘l:_l'n <O:fn+1(a:n+l)~

Comme fp41 est strictement decrmssante alors Tn, > Tp41.

La suite (zn) est donc strictement décroissante. Etant minoré par 0, elle converge vers une limite ¢ vérifiant 0 < ¢ < 1.

P + 1 = nayn. Comme la suite (z]') est bornée alors, nécessairement, £ = 0 (sinon (nzy) aurait une limite égale & +00).
3.z = en!(=n) Or (z,) converge vers 0 donc (z7') converge vers 0. Ainsi (I + 1) converge vers 1. Or zI* + 1 = nz, donc

(n;r:n) converge vers 1 et donc Tn o~
—too T

Solution Exercice N° 31 :

1. Soit n > 2.
Pour z €]0,1], on pose fn(z) = 2™ + z/n — 1.
fn est de classe C™ sur ]0,1] et, pour tout = €]0,1], f/(z) = /n(z"~* +/n) >0
fn est donc strictement croissante sur |0, 1].
frn induit donc une bijection de ]0,1] dans f,(]0,1]) =] — 1,/n].
Or 0 €] — 1,/n] donc ’équation fy,(z) = 0, d’inconnue z €]0, 1], posséde une unique solution z,.

2. fu(1/y/n) =n™2 > 0= fy(xn). Comme f, est strictement croissante, on en déduit que 0 < z, < ﬁ

La suite (zr) converge donc vers 0 par le théoréme d’encadrement.

3. ¢ = enn(@n) Or (z,) converge vers 0 donc (:1: ) converge vers 0. Ainsi (1 —z?) converge vers 1. Or 1 — 2 = z,,\/n donc
converge vers 1 et donc ~ L.
(zn+/n) converge ver: neTn o~ s
Solution Exercice N° 32 :
1. Pour n > 2, on définit la fonction
fo: RT — R
r = a"—xz—n

fn est une fonction de classe C*° sur RT.
Pour tout € R, f/ (x) = nz™~! — 1. On en déduit les variations suivantes pour f; :

z |0 n=l/ % 400
AR

—n +0o0)
fn

L’équation f,(x) = 0 admet donc une unique solution, notée x,, sur RT.
2. En exploitant que, pour tout u > —1, In(1 + u) < u, on obtient

1 1\" 1 1
f,L(l—l—f):(l—l—f) —l—-——n<e—1-n——<0= fu(zn)
n n n

n

puisque n > 2 et e < 3.

Or "{/f<i<1+2.

La fonctlon fn est donc strictement croissante sur [1, 4o00[.
L’inégalité fn, (1 + %) < fn(zn) permet d’en déduire que 1+ % < ZTn.
De plus,

Inti(an) = zn-H —xp —(n+1)

=an(@n+n)—zn —n-—1

=22 +ap(n—1)—(n+1)

> (1+%>2+(1+%) (n=1)—(n+1)
11

> -+
n n

> 0= fonr1(Tnt1)-

Comme f,,+1 est strictement croissante sur [1,4+oo[ alors zy4+1 < Zn.

Ainsi, la suite (zn) est strictement décroissante.

Etant minorée par 1, on en déduit, par le théoréme de la limite monotone, que (z,) converge vers une limite ¢ vérifiant
{>1.

On a: nln(zyn) = In(z?) = In(zn + n).

Raisonnons par I’absurde et supposons que £ > 1.

Le terme de gauche de 1’égalité est équivalent a In(¢)n

Le terme de droite de 1’égalité est équivalent a In(n).

C’est absurde car le quotient de ces deux quantités ne converge pas vers 1.

Ainsi £ = 1. (z,) converge vers 1.
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3. On écrit xn, = 1+ €, avec (en) qui converge vers 0.

On a:nln(zn) =nln(l+€y) Do MEn-
n——+oo

Ona:ln(zn+n)=In(n+1+en) i In(n).

Comme ces deux quantités sont égales, on en déduit que €, ~
n—+4oco M

acnzlJrMJrn_&oo <ln(")>.

Ainsi

Solution Exercice N° 33 :
x

1. Soit n > 2. Pour z €]0,7[, on pose fn(z) = sin(z) — .
fn est de classe C* sur |0, 7| et, pour tout 0 < z < w, f} (z) = cos(x) — %
On en déduit les variations suivantes pour f, :

z [0 arccos(1/n) ™
A ! -

?
fa [0 _z

Ainsi I’équation fr(x) = 0, d’inconnue x €]0, 7|, posséde une unique solution .

2. fa(@nt1) = sin(@n1) — 2L <sin(zpi1) — S5 = fasi(@at1) = 0.
Ainsi fp(zn+1) <O0.

Au vu des variations de fn, on a donc Tp4+1 > Tnp.
La suite (zn) est donc strictement croissante.

3. (zn) est strictement croissante et majorée par m. D’aprés le théoréme de la limite monotone, elle converge donc vers une
limite ¢ vérifiant 0 < £ < 7.
Tn

En passant & la limite dans 1’égalité sin(xn) = =, on obtient sin(¢) = 0. Comme ¢ €]0, 71] alors £ = 7.

4. On écrit z, = 7™ + €, avec (€n) qui converge vers 0.
i = Zn édui —gi . fn
De sin(zn) = *2, on en déduit que —sin(en) = = + 2.

Comme (ey,) converge vers 0 alors on obtient —e,, o T
n—+4oo M
fhal _ ™ 1 : _ T 1
Ainsi €p, = =7 + o (£) puis zp =7 — L + i (£)-
1 1,2 2
5. (a) i it + o, (@)

Par intégration, on obtient arcsin(z) =z + 2%+ o o (=2).
z—

(b) On écrit &, = m — T + <& avec (en) qui converge vers 0.
i — Zn i i T _fn) T _ T fn
De sin(xn) = *2 alors on obtient sin (n ) = P R

©e n n
Ainsi

Ainsie, ~ I puis
n—+oco ™

™ ™ 1
Ipn=T"T——+—F+ © — |-
n  n2  n—too \ n2

On écrit xp =7 — = 4 n% + ;—3 avec (epn) qui converge vers 0.

i — Zn i in(T _ & _€eén)_m_ 7w 4 m | en
De sin(xn) = *2 alors on obtient sin (n o n2) =2 -5+ 5+
Comme (% — n% — ;—“2> converge vers 0 alors, & partir d’un certain rang,

T T €n . T T T €n T T T €n 173 1
I - Geaein (- S+ 5+ )= S DTy o ().
n n—-+oo

n n2 n? n2 n3 n3 n n2 n3 n3 6nd n3
Ainsi € ~ —Z puis
n n—+4+oco M p
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