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PRIMITIVES ET INTEGRALES

Calculs de primitives et d’intégrales

Solution 1

1.t~ —le‘“2 6. t — tant —t

7. t — 2\/tant
2.t ————
3(In¢)3 8.t~ In(Int)Int—1Int
3. t > In|sht| 9. [ o
1 3

4.t~ 3 In(1 +¢°) 10. ¢ — arctan(Int)

5. t > In(1 + sin®t) 11. ¢t — tht
Solution 2

1. Sim=n=0,1,, =2m.

Sim=n#0,

N =

21 21
Lyn = f cos?(mt) dt = / 1+ cos2mt)) dt =m
) 0

Enfin si m # n, on obtient en linéarisant

21 1 21 1 27
Ly, = f cos(mt) cos(nt) dt = 3 f cos(m + n)t dt + 5_/- cos(m—n)tdt =0
0 0

0

.Sim=n=0,J,,=0.

Sim=n#0,

N =

27 21
I = / sin?(mt) dt = f (1—=cos(Cmt))dt ==
0 0

Enfin si m # n, on obtient en linéarisant

N =

27
T = / sin(mt) sin(nt) dt =

0 0

. Sim=n=0,K,, =0.

Sim=n#0,
1 27
i 3 sin(2mt) dt =0

Kin =

—

Enfin si m # n, on obtient en linéarisant

5

Solution 3

27 1 21
f cos(m — n)t dt — 3 f cos(m+n)tdt =0
0

27 1 21 1 21
Kpn = cos(mt) sin(nt) dt = = sin(m + n)t dt — = sin(m — n)t dt =
0 2 Jo 2 Jo
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/2
xsinxdx:[—xcosx]g/2+/ cosxdx:[sinx]g/2=1.
0

e2dx =2 [ex/z](l) =2(/e—1),

2 [fmaptax 2y gese VooV
0 ln\/E

In2 o 2 2+2x In2

Solution 4

On reconnait la dérivée de I’arcsinus.

g 1 [ 1
A=/ —dx=—f S S,
o V4 —x2 2 Jo V1—(x/2)?

Premiére méthode pour B :
T T
B= f sin x(sin x)? = / sinx (1 — (cos x)?)
0 0
TE
= f (sinx — sin x(cos x)?) dx
0
1 3 T 4
=|—cosx+ = X =-.
[ cosx + 3(cos ) ]0 )
Deuxiéme méthode pour B : avec I’exponentielle complexe.
L T 7 ,ix —ix\3
er—e
B= f (sinx)3dx = / (—) dx
o o 2i

3 /‘ﬂ e31x _ 3pix + 3e—iX _ p—3ix ix
o —8i

1 T
I f (—sin(3x) + 3sinx) dx
0

171 T o1 2 4
=1 [gcos(Sx)—Scosx]O = Z(_§ +6> =3

Premiére méthode pour C : changement de variables x = sin ¢, donc dx = cos ¢ dt.

1 3
C:/ Vl—xzdx=/2\/1—(sint)zcostdt
0 0

T T

2 T 2
=f costcostdt = [sintcost]g +f (sint)?dt
0 0
2
=f (1—(cost)2)dt:E—C = C=E.
o 2 4

On a utilisé le fait que le cosinus est positif sur I’intervalle [0, g] donc cost =1/1 — (sint)? dans la premiére ligne ci-dessus.
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Deuxieme méthode pour C : intégration par parties.

1
C:[ 1-V1-—x2dx
0

1
1 —2X
= [xV1—x2 —f Xx————dx
[ ]0 o 2V1-—x2

=—-C+ [xarcsinx](l) = —C+g — (C= %

Troisiéme méthode pour C : on remarque que la fonction x = /1 — x2 décrit un arc de cercle. En effet, on I’obtient en isolant y dans

I’équation x2 + y? = 1. Ainsi I’intégrale C représente un quart de 1’aire du disque unité, d’ott C = E.

Solution 5

D’abord on linéarise -

)= (ein _ e—i2x>3 ol3% 4 o—i3x
B 2i 2
(ei6x _ e—i6x _ 3ei2x + 3e—i2x)(ei3x + e—iSX)
B —16i
B ei9x _ e—i9x _ 3(ei5x _ e—in) + ei3x _ e—i3x + 3(eix _ e—ix)
B —16i

1 . 3. 3. 1 .
=-3 sin(9x) + 3 sin(5x) — 3 sin(x) — 3 sin(3x).
Donc une primitive de f est la fonction donnée par
F(x) = L cos(9x) — 3 cos(5x) + 3 cos(x) + L cos(3x)
) 40 8 24 :

Solution 6

L’intégrale est nulle, puisqu’on integre une fonction impaire sur un intervalle centré en O.

Pour ceux qui ne I’ont pas vu, voici les calculs qu’ils auraient pu faire.

. . 3 . . . .
ele _ e—12x elﬁx _ e—l6x _ 3(e12x _ 36—12x) 1 3
. 2 3 — - = —— ¢ i - i 2 .
sin(2x) ( > ) SYRVET I sin(6x) + 7 sin(2x)
Donc
/2 1 3 /2
f sin(2x)3dx = [— cos(6x) — = cos(2x) =0.
—TE/Z 24 8 _71-/2
Solution 7

p Six €[0,1],ona

X 1
f(x):f (x—t)dt+f (t — x)dt
0 x

=x22+(1—x)?2=x>—x+1/2
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P Six <0,
1
f(x)=f (t—x)dt =—x+1/2
0
P Six>1,
1
f(x)=/(x—t)dt=x—1/2
0
Solution 8

1. Effectuons le changement de variable u = tan(t). On obtient :

I_f1\/1+u2du_f1 du
o 1+ o Vuz+1

= argsh(1) = In(1 + \/E)

2. Effectuons le changement de variable u = 1/x. On obtient :

= 2(1 - In(2))

3. Effectuons le changement de variable u = 4/e* — 1. On obtient :

4. Effectuons le changement de variable x = v/u2 + u + 1 — u. On obtient :

L_fl du _zfl dt
o Vur+u+1 39 21
= —In(2V/3-3)

5. Effectuons le changement de variable u = sin(x). On obtient :

M = = 3
o cos(x) b 1—u

=11n<1+1/‘/5)
2 \1-1n/2

= %ln<ﬁti>=ln(l+\/5)
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6. Effectuons le changement de variable u = cos(x). On obtient :

fﬁ/?} dx fl/ﬁ du
N = - = 2
) sin(x) e 1-u

(V211
_21n<\/5_1> 2ln(?;)

= In(1 +V2) — In(v/3)

7. Effectuons le changement de variable © = cos(x). On obtient :

/2 1
0= f cos2(x) sin®(x)dx = f u?(1 — u?)du
0 0

2
_1/3—1/5_1—5

8. Effectuons le changement de variable u = cos(2x). On obtient :

/4 sin(2x) U du
O = —dx =
, L1+ cos2(x) , 3tu

= In(4/3)

9. Effectuons le changement de variable x = cos(2u). On obtient :

1 1—x /4
0= f A/ dx = 4[ sin®(u)du
1+x
0 0
/4

T

= 2[ (1 — cos(Ru))du = >
0

1

10. Effectuons le changement de variable u = x!/4. On obtient :

1 1/4 1 5 4
X+ x
o:f_vdx-4/“+“du
0 0

V41 ur+1

! 1Zudu ! du
:4f(u3+u2—u—1)du+2f > +4f 5
o o u’+1 o us+1

=4(1/4+1/3-1/2-1)+2In(2) + =

11
= —? + 2111(2) + 7T

Solution 9

1. On pose z = a + i. Ainsi
H(x) = Re (e”z) + 2 = |z| cos(x — ¢) + 2 = Va2 + 1cos(x — ¢) + 2

N s - 2 - N
ou ¢ est un argument de z. H ne peut s’annuler que si — - appartient a [—1,1]. Or
+

N

2 4
1<-——2 <1 o 0< <1 & >3 o |o>3

ST Vee1 S@ilc

Une condition nécessaire et suffisante pour que H ne s’annule pas est |a| < \/E
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2. La fonction I est continue comme comme inverse d’une fonction continue ne s’annulant pas. Ainsi I’intégrale définissant F(x) est

. PP o 1 . A
bien définie. De plus, F est une primitive de = donc F est continue (et méme de classe C1).
dt
acost +sint + 2

de classe C! sur [0, x] (ou [x,0]). On utilise alors le paramétrage rationnel du cercle trigonométrique pour exprimer cost et sint en
fonction de u

X

: . ¢ t

Soit x €] — w,t[. On a F(x) = f . On peut effectuer le changement de variables u = tan 5 buisque t — tan ;5 est
0

F(x) = e 2 du Y 2 du
o (1+u2)(a1_u2+ U +2)_ , Q-aur+2u+2+a

14+u2 14+u2

On ne peut avoir a = 2 puisque |o| < 4/3.
tan < tan <
2 2 du 2 2 du
F(x)=2_a 2 2%~ 2—q 3—q2
0 5 + 0 ! <

Or |a| < /3 donc 3 — a2 > 0. Posons f =

o [ e s (o ) o)

(u+ =
2—a

N w
iy
Q
[}

-2 (arctan (2—_oc tan d + ;) — arctan <;>)
3—a2 V3—oa2 2 3—o2 V3 —a?

H(z) H(1)'

lim F(x). En utilisant I’expression precedente valable pour x €] — 7, t[, on trouve :
x——nt

27 7T
dt dt
3. Par 2mt-périodicité de H, / — = f Ainsi F(21) = F(nt) — F(—m). Comme F est continue, F(7) = lim F(x) et F(—n) =
0 _ X—=>T—

F(2m) = F() — F(—71) = —%

3—oa2

Solution 10

1. f est continue sur R comme inverse d’une fonction continue sur R ne s’annulant pas sur R. Elle admet donc des primitives sur R.

[

X
1
2. OnaF(x) = /; f(®) dt. Or pour tout t € R, W - A1n51 pour x € R, :

X
F(x)Z/ ae_x
0 04 (04

Comme lim = = +oo, on a également lim F(x) = +oo0.
X—+o0 & X=+00

3. Soit x € ]—g, g[ Comme tan est de classe C! sur [0, x] (ou [x,0]), on peut effectuer le changement de variable u = tant dans

I’intégrale définissant f. Remarquons de plus que cos®t = Ainsi :

1+tan2t

tan X tan X
F(x) = f dt = f d arctan (1 / 2 _tan x)
0 (1+t2)(oc+'1ﬁtz) ) arFatf VO!(O!+ a+p
+

4. 49 — 45sin* x = 4 + 45 cos? x. Il suffit donc de poser a = 4 et § = 45 pour se ramener au cas précédent. Comme f est 7t-périodique
et paire,
n I z
2 2 T
1= 2f f(t)dt = zf f(t)dt = 4] f(t)dt = 4F<5)
0 -z 0
2
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e egs . T o1s . z PSRN .
F est une primitive de f sur R donc elle est continue sur R et notamment en 5> En utilisant I’expression déterminée a la question

précédente, on trouve :

F(%) = lim_ _r arctan (1 / * tanx) S —
x>2 Ja(a+B) a+p 24/ a(a + B)
21 _ 21 _
Val@+p) Va@+4s)

Finalement, I = ;

Solution 11

a?+b?  b%-a?

Pour simplifier, on supposera a® < b. On effectue le changement de variable x = sin 0. Ainsi

0,2 2_ 2 2 _ g2\2 Z-a?
I:/z(a ;—b +b 2a sine)\/<b 20> (1+Sine)(1—sin9)b 2a cos 6dd

2

2 2 22 2 2\2 2 _
(a +b +b a sin9)<b 2a> V1 —sin®?BcosBdb carb 2a >0

NIERNIE]

2 2

I
K

B\ (3 (@D b*—a® . 2 T T
( 2 )[E< s+ sm@)cos 8do carcos@ZOpouree[_z,E]

2 2\2| 2 2 o 2 2 o
=<b 2“) [a ;b fzcoszed@+b 2‘1 /zsinecoszede‘

3 —=

_ (b2 —a? 2a2+bZE

B 2 2 2

_ L2 22 p2

—16(b a“)*(a* + b*)n
Si a? > b?, on trouve pour I I’'opposé de cette valeur.
Solution 12

1. Notons F(x) = f xarctan?(x) dx et intégrons par parties,
x? x?
F(x) = 5 arctan?®(x) — f 211 arctan(x) dx

2
= x? arctan(x) + f arctan(x) dx — / arctan(x) dx

x2+1
x? 1
=3 arctan?®(x) + 5 arctan®(x) — | arctan(x) dx

De méme,
arctan(x) dx = x arctan(x) — X ax
- x2+1
1
= xarctan(x) — 5 In(1 + x?)
D’ou
x?+1 1
x arctan®(x) dx = arctan?(x) — x arctan(x) + > In(x? + 1)
1—cos(2x)

2. Puisque Vx € R, sin*(x) = —

X X
fexsinz(x)dx=f% dx_/e%s@x) dx
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Puisque e* cos(2x) = Re(e(1*t2)%), on calcule

2i :
e(1+2i)x dx = eret* — 1- 2lex62ix
142 5

dont la partie réelle vaut
X
/ e* cos(2x) dx = % (cos(2x) + 2 sin(2x))
On a donc

X s 2 e* e .
e*sin“(x) dx = 5 "6 (cos(2x) + 2 sin(2x))

fcos(ln x) dx = fe” cosu du

Via un passage en complexes ou une intégration par parties

3. En posant u = In x,

1
/e“ cosu du = ze“(cos U + sinu)

On en déduit
f cos(lnx) dx = %x(cos(ln x) + sin(In x))

4. Enposantu =+4/1 + x,

x dx

V1+x

=2f(u2—1)du=§u3—2u=%(\/1+x>3—2\/1+x=%\/1+x(x—2)

5. En posant u = e*, on a
dx _ du_ _ arctan u = arctan(e*)
chx ) u2+1 "~ -

Solution 13

1. 1l faut montrer que t — sint + cos t ne s’annule pas sur [0, g] Pourt € ]O, g] sint > 0 etcost > 0donc sint + cost > 0. De plus,
sin0 +cos0 =1 > 0.

P sint
Ainsi t — ett —
sin t+cos t sin t+cos ¢

sont continues sur [O, g] et S et C sont bien définies.
2. 11 suffit d’effectuer le changement de variable u = 7—; —t.

3. Onaclairement S + C = g OnendéduitS =C = E.

4. On effectue le changement de variable ¢ = sin u. On en déduit

T
2 cosu
I= — du
, sinu+|cosul

Mais pour u € [0, g], cosu > 0 donc

r

2 cosu

I= —— du=C=
o sinu-+cosu

13

Solution 14
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1. Notons I I’intégrale a calculer. Le changement de variable u = cos ¢t donne

I—/l du
4wl

Sy ————
4 ) \2+u 2-u

= 2 (@ + w1, ~ @ - w]’,) = S In3

2. Notons J I’intégrale a calculer. Remarquons que

_ (7" sintdt
- x 1—cos?t

2

J 3 fCOS pY du
- 11— 12
o 1—u

Ccos X
f ( 11 )du
o u—1 u+l

Le changement de variable u = cos t donne

In(1 — )X — [Inu + DY)

(
(In(1 — cos x) — In(1 + cos x))

In (tan2 g) =1In (tan g)

NI =N == N

car pour x €0, 7t[, tan g > 0.

3. Notons K I’intégrale a calculer. Remarquons que

T

4 costdt
_n(1- sin? t)2

4

Ve

2 du
K_[QO—WY

2

Le changement de variable u = sin ¢ fournit donc

Une décomposition en éléments simples donne ensuite

V2
1 2 1 1 1 1
K== -
4[@((1{—1)2 u—1+(u+1)2+u+1>du
2
2 V2 el
2

2

:1n(1+\/§)+\/5

- % ([%Fﬁ —[In(1-w)] > + [u%l]_ﬁ +[In(1 +w)] 2

4. Notons L I’intégrale a calculer. Le changement de variable u = tan 5 allié a la paramétrisation rationnelle du cercle donne

1
du
L=2 _—
/0 1—u2+2u
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Une décomposition en éléments simples donne alors

1 1

K=7—£ <u+\/5—1_u—1—\/5>
- g([ln(u+\/5—l)]:—[1n(1+\/§—u]:>
=2In(1 +v2)

Solution 15

1. Par une intégration par parties

I,(x) = [;]x +(n+ 1)f 2% dt
0 0

(1 + r2)n+1 (1 + 12)n+2

= G+ D@0 = 2 ()
Ainsi .
2(n+ Dl (x) = A+t + (2n + DI, (x)

2. Le résultat de la question précédente alliée a une récurrence simple garantit 1’existence de lim,., , , I,(x) pour tout n € N. Si on pose

I, = limy_, 4 o I,,(x) pour tout n € N, on obtient l,,,; = ;n—iln pour tout n € N. Ainsi
n

Ly _ﬁ2k+l _n) 1 (2n

lo g 2k+2 22n(n)2 221\

Puisque [ = g L, = (2;) pour tout n € N.

22n+1

Solution 16

1. t— 2/3\/§arctan (1/3 2t+1) \/E)
2.t~ —=5/21In (t2 + 1) + 2 arctan (¢)

3.t 3/4In(262 - 4t +3) + 5/2 2arctan (£ = 1)V2)

Suites d’intégrales

Solution 17

1. Soit n > 1. Intégrons par parties...

2 s 17 oon [ 3

I, = [ — §(1 - t)Zt”]o + ?f "1 —t)2de
0
on [ 2n
= ?f "1 = V1 —tdt = ?[In_l -1,]

0

D’ou,
_2n
" oan4 3l

REMARQUE. Les intégrations par parties sont légitimes car les fonctions en jeu sont toutes de classe C*.
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2. Ona )
2 3
IO= I:—g(l—t)z] = =
0
Par une récurrence immédiate , on obtient

@en)--(2) @n)--(@2) 2

" 2n+3)-(5)° (2n+3)-(5)3

_ 2"l panl(n+2)
Grra) Cn+4)!
2n+2(p42)!

3. Effectuons le changement de variable bijectif de [0, 1] sur [0, 1] et de classe C! défini par t = 1 — u?. On a dt = —2udu d’olt

1
I, = 2/ u?(1 — u?)du
0

=2 /0-1 uz( kz; (Z)(—l)’%t”‘)du

noin 1
:2,;::0 k)Y 53

Or,
L = 22n+3n!(n+2)!
" (2n + 4)!

donc

o (n 1 apnln+2)
Z(k)(_l)kzk+3_22 2(2n+4)!‘

Solution 18

1—x)" 1= x)"
1. Pour x € [0,1],0 < ( n'x) e* < ( n'x) e. On en déduit que :
1 1
1—-x)" (1= x)n+t e
0<I,< 2~ dx=-— =
_"_e_/(; n! X ¢ (n+1) |, (m+1)
D’apres le théoréme de gendarmes, la suite (I,,) converge vers 0.
2. On effectue une intégration par parties :
I _ ( )n+1 (1 _ )n - 1
LT T+ D) " (n+1)!
3. On utilise du télescopage. Pour n > 1
n—-1 n—1 n
1 1
Io—Tp= D =T = D, =
= = (k+1)! k!
1
Or I, =f e¥ dx =e—1donc
0
n n
1 1
e—L, =1+ ) 0= 2T
k=1 k=0 """

11 suffit alors de passer a la limite.
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Solution 19

R On en déduit que (I,,) converge vers 0.

1 1
th 4 gt 1
2. In+In+1=f—dt: " dt = .
o 1+t o n+1
n

n n
3. En utilisant la question précédente, S,, = Z(—l)k“(Ik + 1) = Z(—l)k“lk — Z(—l)ka_l. On reconnait 1a une somme téles-
k=1 k=1 k=1
copique donc S,, = (=1)"*1,, — (1), = I + (—1)"*'1,,. Le calcul de I, donne Iy = In2.

1
1

1. Pourt >0, —— <1donc0<1I, < " dt =
1+t o

4. Comme (I,,) converge vers 0, Q,, converge vers In 2.

Solution 20

1. Soient n € N* et p € N. Effectuons une intégration par parties (toutes les fonctions en jeu sont de classe C1),

1 1 1
]__tp+1 tn—l 1_tp+1
Loy / (1 — £)P dt=[—t”(—)] +/ i Gt
0 0 0

p+1 p+1
_ . n
= mln—l,p+l
2. On montre par récurrence sur n que
I n! I n!p! I
P (p+ D) (p+n) P (p+ )t 0P
! 1
Or IO,n+p = \/0- tn+p dt = m Ainsi,

I n!p!
P (n+p+1)

Solution 21

1. La fonction sh est strictement croissante et continue sur R, . De plus, sh(0) = 0, lim,, , sh = +c0 et 1 € [0, +o0[. D’apres le corollaire
du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique a € R, tel que sh(a) = 1.

2. Soit n € N. Par croissance de sh,
Vt € [0,a], 0 < sh(t) < sh(a) =1

On en déduit donc que
vt € [0,a], sh™'(¢) < sh™(¢)

Par croissance de l’intégrale, 1,,,; < L,,. La suite (I,,) est donc décroissante.

3. Soit n € N. Pour tout t € [0, ], sh(t) > 0 donc sh”(t) > 0. Par croissance de I'intégrale, I, > 0. La suite (I,,) est décroissante et
minorée : elle converge.
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4. Soit n € N. Comme sh™*! et ch sont de classe ', on obtient a I’aide d’une intégration par parties
(o4
Lyys = f sh™*(¢) - sh(t) dt
0
o o4
= [Sh”+1(t) ch(t)]o —(n+1) [ sh™() ch?(t) dt
0
¢4
= ch(a) — (n + 1)/ sh™(£)(1 + sh(t)) dt
0

=ch(a) — (n + 1)/ sh™(t) dt — (n + 1)f sh™2(t) dt
0 0
=ch(a) = (n+ DI, —(n+ DI,

Ainsi
(n+2)1,,,, =ch(a) — (n+ 1),

5. Notons ¢ la limite de (I,,). Remarquons que pour tout n € N,

_ch(oc)_n+1
1T 42 n42"

D’une part, lim,,, , o I,1» = €.

. h(ot)
D’autre part, lim,,_, =
p n—->+oo n+2

. 1 P -
=0etlim,_ o n—j;z = 1. Donc par opération sur les limites,
n
ch(a) n+1

mm
ns>+o N+2 n+2

I,=—¢

Finalement, £ = —¢ et donc ¢ = 0.

Fonctions intégrales

Solution 22

Effectuons le changement de variable de classe C!

On obtient alors,

x+1
) = f @

La fonction f étant continue sur R , P est dérivable sur R et sur cet intervalle ,

P'(x) = f(x+1) — f).

Solution 23

t . o -

gt o est continue sur R et admet donc une primitive G sur R. Pour tout x € R, f(x) = G(x*) — G(x?). Comme F est dérivable sur
e

R, f I’est également et pour tout x € R,

3x° 2x3
14ex* 14e¥

f'(x) = 3x2G/(x?) — 2xG'(x?) = 3x%g(x3) — 2xg(x?) =

Solution 24
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1. Soit x € R,. Par inégalité triangulaire

X X X
‘ / sin(¢?) dt| < f | sin(£?)| dt < / dt = 2x
—-X —X —-X

Puisque x — f_xx sin(¢?) dt est clairement impaire, on a également pour tout x € R_

pe
‘ / sin(£?) dt
—-X
X
‘ / sin(¢?) dt
—-X

< =-2x

Finalement pour tout x € R

< 2|x|

X
Il s’ensuit que lirrg) / sin(¢?) dt = 0.
X—
—x

2. Soit x €]1, +oo[. Pour tout t € [x,2x],0 < Int < In(2x) et donc L > . On en déduit que

Int ln(2 )’

/zx dt >/2x dt x

. Int ™~ ) In(2x)  In(2x)

X
. s x T dt
Par croissances comparées, limy_, ; o e = +o00. Ainsi lim = +o0
n{2x X—>+00

X

3. Soit x € R. Effectuons d’abord une intégration par parties :

2x smt cost1? 2 cost
[ dt
t2
X X

2x
COSX  COS2x cost
= — — 5— dt
b 2x t
X
. < . . Cos X . cos 2X
Puisque cos est bornée, on a facilement lim,_, , ,, — = 0etlim,_, , > = 0.
X

Supposons x € R, . Par inégalité triangulaire

2x
cost dtl < |cost'dt< l:i
. 2 2x

1 2 cost 2 sin ¢
Or limy 4 o w = 0donc lim f - dt = 0 puis lim f — dt=0.
X

X—>+00 X—>+0oc0
+ X + P

Solution 25

1. Pour tout x € R¥,
I I Y L N R
F(x) = [—Ee ]1 = §<e —e )

. . . L 1, _ . 1 _
2. Puisque F' = f > 0, F est strictement croissante sur R%. On trouve sans peine lim§ F = 5 (e 1 1) etlim,  F = 5€ 1

3. On déduit des questions précédentes 1’allure du graphe de F.
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0.5+

—-0.5 1

Solution 26

Remarquons que f est -périodique et paire. 11 suffit donc de la déterminer sur [0, 7/2].
Premiere méthode
Soit donc x € [0, 7/2]. Effectuons le changement de variable ¢t = sin” u dans la premiére intégrale. Alors

sin” X X
f arcsin(\ﬁ‘) dt = f arcsin(| sin u|) sin(2u) du
0 0
X
= f arcsin(sin u) sin(2u) du caru € [0,x] C [0, 7]
0
X
= f usin(2u) du caru € [0,x] C [-7/2,7/2]
0

Effectuons maintenant le changement de variable ¢ = cos? u dans la premiére intégrale. Alors

2

Ccos“ X X
f arccos(\/_t) dt = — / arccos(| cos u|) sin(2u) du
0 T
2

T

= f2 arccos(cos u) sin(2u) du caru € [x,n/2] C [-7/2,7/2]

2
= —f usin(u) du caru € [0,x] C [0, 7]
X
Par conséquent,
T

f(x) = f ’ usin(2u) du

0
T

/ ’ cos(2u) du
0

N =

1 3
=-5 [ucosRuw)]g +

T

+ % [sin(2u)]2

R

Comme f est paire et -périodique, f est constante sur R égale a 7/4.
Seconde méthode
D’apres le théoreme fondamental de I’analyse, f est dérivable sur R et

Vx € R, f'(x) = arcsin(] sin x|) sin(2x) — arccos(| cos x|) sin(2x)

http://lgarcin.github.io 15


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MP Dumont d’Urville

Notamment,
Vx € [0,7/2], f'(x) = arcsin(sin x) sin(2x) — arccos(cos x) sin(2x) = x sin(2x) — xsin(2x) = 0

Donc f est constante sur [0, 7t/2]. Comme f est paire et m-périodique, f est constante sur R. De plus,

f(m/4) = /E arcsin(\ﬁ‘) dt + fi arccos(\/;) dt
0 0

= / E(arcsin(\/_l‘) + arccos(\/_t)) dt
0

1

27 T
=" Zq=Z
_/0.2 4

Ainsi f est constante sur R égale a /4.
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