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COMPARAISON DE FONCTIONS

SOLUTION 1.

1. En 0, on a les équivalents suivants :
34x~3, Vx+3~+V3  sinvx ~ X

Par produit et quotient d’équivalents, on trouve une limite égale a 31/3.

2. En 0, on a les équivalents suivants :

2
X
1—e* ~ —x, 1 —cosx ~ PR 33 2t ~ 33

Par produit et quotient d’équivalents, on trouve une limite égale & ——.

3. On a les équivalents suivants en 0" :

Par conséquent,

En posant u = %, onau — +oo et
x—0
X 1 et
—ex = — —
2 2U w0

4. On pose u=x — 7 de telle sorte que u — 0. On a alors

x—o

(=3 (s 3) i Gra) = ~

Donc (x — %) tan (x + F) —2 —1.
7

5. Ecrivons tout d’abord :
(tanhx)lnx _ elnxln(tanh x)

Or on sait que :

Par conséquent,

—2x
tanhx — 1 :—267 — 0
] + e*ZX x— 400

On connait un équivalent de In(T+w) en 0 :

Qe 2x Qe 2x S
Intanhx =1In <1 — 1+e2"> N Trem ™ —2e ¥
On sait que In(x) = o (e?*) en +oo donc InxIn(tanhx) — 0. Finalement, (tanh ) Raa—
x—+o0 x— o0

SOLUTION 2.
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1. On met le terme prépondérant en facteur sous la premiére racine :

VX341 = F_x 1+ %
{150 (;3))

1 u
caru=— — Oet (1 —|—u)% =1+ 3 +o0(u). On met de méme le terme prépondérant en facteur sous la deuxiéme
X X ——+00

racine :

1
11 T 1)\2
Vx2+x+ Z\/x2(1++2>=x(1++2>
X X X X

1 1 1 1 1 1 1
Posons u= — + — — 0. Par conséquent, (1 +u)% =1+%+o0o(u).Oru=-+—5 ~ —car — =0 <7) Donc
X X% xow x x2  x X

u 1 1)
]+§+0(U)—]+£+0<;

(on peut remplacer u par un équivalent). Finalement,

V3T VX2 x 1

{1rsa o () (g +e Q)

1 1 1 .
:X+3?+0(X7>_X_E+o”) (on développe)
1

1
:—2-1-0(1) carﬁzoﬂ)

La limite recherchée est donc —5
| REMARQUE. Dans tous les calculs, x — +o0o et u — 0.

2. Mettons tout d’abord ’expression sous forme exponentielle
] X
(1 +7) _ exIn(141)
X

1 1
xln(1+7>len<x+ ) =xIn(x+1)—xInx
X X

Or xInx — O et In(x+1) — In1 = 0 donc xIn(x + 1) — 0. Finalement, x In (1 + %) — 0. Par conséquent, la
x—0 x—0 x—0

x—0

limite recherchée est e = 1.

SOLUTION 3.

1. Par croissances comparées et car cos est bornée, In(Inx))? — cos?x +Inx ~ Inx. Par croissances comparées,
X—+o00
2* —50x® ~ 2*. Donc
X—+o00
(In(Inx))? — cos® x + Inx Inx

~ —

2% — 50X6 x—too 2%

Par croissances comparées, la limite recherchée est 0.

2. Attention, « 17°° » est une forme indéterminée! On ne réfléchit pas, on passe a la forme exponentionnelle.

2 xX
<><+2x3> ()

x2 —x—1
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Or % — 1.Donc%=]+tavect=xff;il ett — 0.Or In(1+4+1t) ~ t. Donc

X — 00 x——+00 t—0
| x2+2x—3 3x—4 3
n —_— ~ - ~ —
x2 —x+1 xotoo X2 — X+ 1 xo4e0 X
2+2x—3 s fe oS 3
Donc x1In (ﬁ) et 3. La limite recherchée est donc e”.
3. Onacos3x = 1— % +o0(x?) et cosx = 1— % + 0(x2). Donc cos3x —cosx = —4x%2 +0(x?) ~ —4x?%. Par
x—0 x—0 x—0 x—0

conséquent, la limite recherchée est —4.
4. Onaa*=e*"% = 14+ xIlna+o(x). De méme b* = 1+xInb+ o(x). Donc
0 x

x— —0

@ —b* = x(Ina—Inb) +o(x) ~ xln%

x—0 x—0

a
La limite recherchée est donc In b

5. On se raméne en 0 en posant x = 1+ h. Ainsi v2 —x2 =1 —2h —hZ. Or —2h —2h? — 0 donc

h—0
V1—=2h—h2—1 ~ —h—h? ~ —h
h—0

h—0
On a aussi Inx =In(1+h) ~ h. La limite recherchée est donc —1.
h—0
6. Pas besoin d’équivalent ici. On a pour tout x € R, —1 < cosx < 1. Par croissance de I’exponentielle, on a donc

efl g ecosx g e

Ainsi 1
e !sin — < sin —e“®* < esin —
X X X

Comme % — 0 et que sin est continue en 0, on en déduit que sin% — 0 et que la limite recherchée est nulle.
—

X — 00 x el

7. On passe a la forme exponentielle :
2

(cos <ﬁ)>x — ¥ Infcos(Fx))
i (eos (1)) v oo ()

Comme cos (i) — 1,

Inx x——+o00

Comme 11— — 0,
nx x

— o0

(L) TR B
€08 Inx x— o0 Z(IH X)Z

x?In <cos <L)> —L
Inx// x=+e  2(lnx)?
2

Par croissances comparées, _2(1);17@2 — —o0. La limite recherchée est donc 0.

x——+00

Finalement,

8. On se rameéne en 0 en effectuant le changement de variable x = 5 + h. On a alors

tan2h )
tanh n-o

(tanx)(tan2x) = (tan (g + h)) (tan(7t + 2h)) =

La limite recherchée est —2.

9. On se rameéne en 0 en effectuant le changement de variable x = 1 4+ h. Occupons nous du numérateur :

2 2 2
eX tx _ CZX — eZ+3h+h o eZ+2h — eZ+Zh(eh+h _ 1) ~ 62(h+ hZ) ~ ezh
h—0 h—0

cos <E> = Ccos <E+7T—h) ——Sin<ﬂ—h> ~ —ﬂ—h
2) 2 2/ 2/ hoo 2

. . 2e?
Par quotient, la limite recherchée est g

Maintenant le dénominateur :
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10. On pourrait s’en sortir avec le changement de variable x = Z +h mais il y a plus astucieux. En effet :

V3cosx —sinx =2 (singcosx—cosgsinx) = 2sin (x— E)

La limite recherchée est donc 2.

11. Pas besoin d’équivalent ici. En effet pour tout x # 0, —1 < sin% < 1 donc
1
—x < xsin— < X
X

Par le théoréme des gendarmes, la limite recherchée est nulle.

SOLUTION 4.

R 1 1 1 . ln(]+l)
1. Tout d’abord, In {1+ ) T car — — 0. Par conséquent, u(x) = x

~ xInx. Donc u(x) — 0 et

x——4o00 X X x—+o0 Inx X — 400 X — 00

1

In(T+u(x)) ~ u(x) ~ . Finalement, f(x) ~ —

x—+00 x—+o0 X INX h’lX.
1 1
2. Comme f(x) ~ ——, f(x) — 0. Par conséquent, ef™) —1 ~ f(x) ~ —.
x—+o0 lnx X— 00 x—+00 x—+o00 lnx
Donc (ef(") — 1) Inx ~ 1 etla limite recherchée est 1.
X ——+00
3. Il suffit de remarquer que :
In(x+1) In(x(1+1)) hx+h(1+1) - In(1+1)
Inx Inx B Inx N Inx

En mettant sous forme exponentielle :

1n(1+%)

xln<1+ T >
gx)=|e —1 lnx:(e”")—1)lnx

D’aprés la question précédente, g(x) — 1.

x——+00

SOLUTION 5.

Posons P(x) = nx™ 1 — (m+1)x" +Tet Q(x) =xPT" —xP —x+1. On a P(1) = Q(1) = 0. Puisque
P/(x) =nn+x"—nn+1)x"" et Q'(x)=(p+1)xP —pxP~ ! —1
on a également P’(1) = Q’(1) = 0. Enfin,
P/(x)=n?’m+Dx" T —nmn—1n+1)x"2 et Q"(x)=pp+1xP " —pp—1)xP?

ces expressions étant encore valables lorsque n = 1 ou p = 1 puisqu’alors le coefficient de x™2? ou xP~2 est nul. On trouve
P”(1) =n(n+1) et Q”(1) =2p. On a donc

P = M 120 (k1) et Qi) = plx— 11 +o (- 1))
s o P(xX) mn+41)
D’ou ian] ) = o

SOLUTION 6.
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On a clairement

d’ou

at+bt+ct
3 o+ 3

m(f(1/t)) = In (Vabe) +o(1).

Donc, par continuité de '’exponentielle en In (\3/ abc), on a

SOLUTION 7.

lim f(x) = Vabc.

X—+400

1. On a, au voisinage de 0,
et
Ainsi,

D’oil, puisque sin®(x) Y x>,

et donc

x cos(x) — tan(x) = —§x3 +0o(x%) N _gx .

6

x cos(x) — tan(x) N 5

sin®(x) o 6
. xcos(x) — tan(x) 5
lim — =——.
x—0 sin (X) 6

2. Reprenons les résultats établis au numéro précédent. . .

d’ou

Ainsi,

et

x —tan(x) ~ —=x
(x) ~ =3,

x cos(x) — tan(x)

5/6%x3 5
sin(x)(x — tan(x)) o

—1/3x*  2x’

I xcos(x) —tan(x)
B SN (x—tan(x)) _ T°°

x cos(x) — tan(x)

ho- sin(x)(x — tan(x)) -

3. Posons x =1+ h et notons g(x) 'expression de ’énoncé. On a

Or,
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et done 1+h 1 1 1
o miin o 2 e =g+l
Ainsi,
li o) = 7.

4. Posons x = 1+ h et notons g(x) 'expression de I’énoncé. On a

(1+h)z —1
glx) = —
(T+h)s —1
Or,pour « # 0,
(1+h)*—1 ~ ah
et donc
m+m%f1~ih:§
(1+h)F—10 Ih 2
Ainsi,
Jmglx) =5

SOLUTION 8.

On a
1\ 1/2
n+1:¢50+4>

(il e ()

—vn o sn2 ' O\n2
et

1\ 1/2
n—1= \/ﬂ<1 - —)
n

o (e

—vn n sn2 ' °\n2
donc

o ()

un74n3/2 +o0 a2)

Ainsi 1
Y ™ e
SOLUTION 9.
1. On a au voisinage de 0,
Tt .
arccos(x) — 5= arcsin(x) v

2. On a au voisinage de 0,
x* 4 x +x? r(\; X.
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3. On a au voisinage de 0,
arcsin(x) +x +x% =x +x + 0(x) Y 2x.

4. On a au voisinage de 0,
arctan(x) + x =x+x + o(x) Y 2x.

5. On a pour x # 1,

1 7]+X72X—X2
1— T—x "’
ainsi au voisinage de 0,
B N .
1— O
6. On a
x2
14x EO(X)’
ainsi
LA (x)
1+X—x7—x—|—o X) ~ —X
SoLuTION 10.
On a au voisinage de 0,
e*+1 1 T, 1 5 14 4
> E]—'_EX—'—ZX +ﬁx +@x +o(x")
de plus,
1 1 1
ln(]+u)§u—iu2+§u3—1u4+o(u4)
Posons

11, 1, 1,
u—EX—FZX +§X +@X

et appliquons le théoréme de composition des DL.

2 3 4
2 2 3 7y
e KR
3 3 4
= 01 0 | %7 | 75
4 4
—& 0 0 0 oy
x 1 2 4
(=) 15| % | 0 | =7
D’ou :
_ .4 4
( )3 105 % +0(x")
et donc :
f(x) ~ ——=x*.
R T
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SoLUTION 11.

On a au voisinage de 0,

sinf) = x— 5 4 5 - X o)
o 6 120 5040
et 3 5 7
X X X
h(x) = — 4+ — 7
s(x)ox+6+120+5040+0(x)
Posons
x3 X0 x’
=X —_ _—
Y=XF 5 120t 5040
et appliquons le théoréme de composition des DL.
3 5 7
Y x| & 120 5090
_y’ ol x| _x 13x7
6 3 12 720
5 5 7
i ||0] O 720 143
7 7
5040 0 0 0 _5340
sinosh || x 0 —11—5x5 —%
Posons
x> x° x’
W =X 120 T 5040
et appliquons le théoréme de composition des DL.
3 5 7
u x| =% 120 — 5040
3 x> x° 13x”
% 0l % | -1z 720
5 5 7
120 0] 0 120 | 144
LL7 X7
5040 0 0 0 5040
(shosin)(x) || x 0 —ﬂ—sxs %
ainsi,
1
sin(sh(x)) — sh(sin(x)) = —=—x" + o (x/),
o 90
et donc :
sin (st — gh(si ~ 7.
sin(sh(x)) — sh(sin(x)) 3 9OX
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SOLUTION 12.

1. On a d’abord : 1 1
In(1+x) =In <X(1 + ;) =Inx+1In <1 + ;)

Comme % — 0, In(T + %) = % + o(%). Par conséquent,

x— 00 X — 00

xIn(x+1) = xlnx+14+0(1)

xX—+

Il vient donc :

xIn(1+x)—(x+1)Ilnx = —Inx+14+0(1)
X——+o00
Comme 1 = of(lnx),onaxln(l1+x)—(x+1)lnx ~ —Inx.
x—+00 x— oo

2. Comme % — 0,In(1+ %) ~ 2. De plus on sait que pour tout x € R, x — T < E(x) < x. Donc, pour x > 0 :

1 E
1B
X X
. . E(x) ) . .
Ceci prouve que lim —— = 1. Par conséquent, E(x) ~ x. Par produit, on obtient :
X—400 X X — 00
1 1
E(x)In (1 + —2) ~
X x—+oo X
3. On a d’une part
X
VI4x = 1 +§+o(x)
et d’autre part
2
X
V1I4x2 = 14+ = +0(x*) = 1+0(x)
x—0 2 x—0
Par conséquent,
VIi+x—vV1+x2 = x+o(x) ~ x
x—0 x—0
4. Cherchons d’abord un équivalent du numérateur. On a sinx ~ x et cosx —1 ~ —%. Or —% = o(x). Donc
x—0 x—0 x—0

sinx +cosx—1 ~ x.

x—0

Cherchons maintenant un équivalent du dénominateur. On remarque que x — x cos x = x(1 — cosx) — 0. Donc

x—0
3

X
tan(x —xcosx) ~ x(1—cosx) ~ —
x—0 x—0 2

) sinx + cosx — 1 2
Par quotient, —— ~ -
tan(x —x cosx) x—o x

2
5. Comme tan?x — 0, v/1 +tan’x —1 ~ W‘TX Par conséquent,
x—0 x—0

V1+tan?x —1 tan x

X
tan x x50 2 x—=0 2

6. On a In(cosx) =1n(1 + (cosx —1)). Or cosx — 1 — 0. Donc

x—0

2

X
In(cosx) ~ cosx—1 ~ ——
x—0 x—0 2
1 2 .
7. Comme + — 0,onaex = T+ 1 etcos (l) = 1-%5+ o(x?) = 1+ o0(x). Par conséquent,
x X—+o00 x——+o00 x x x——+o00 x— o0

1 1 1
€ex —Cos | — ~ =
X x—+oo X

Et par produit, x(ex — cos (%)) ~ 1

x——+00
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8. Comme (%)X — OetIn(lnx) — +o0, 0n a (%)X = In(Inx). D’ou
x— o0 x—-+oo

ln(lnx)—<%>X ~ In(lnx)

X ——+00

M 2 1 X
Par croissances comparées, (g) =

1 .
o (7) Par conséquent,

B -G) &
X 3/ xoie X3

x——+00

Par quotient, on obtient :

9. Factorisons dans un premier temps :

esmx _ etanx — etanX(esm x—tanx __ 1)
Comme e*®"* — 1, on a clairement e'3"*

~Y
x—0

1. De plus, sinx — tanx
0

— 0 donc esinx—tanx _ 1 o ginx — tanx.
xX— x—0 x—0
Mais on a :
3
. X
sinx — tanx = tanx(cosx — 1) ~ —>
x—0
Finalement, esi"* — etanx ~ —%.
x—0
X i X 3m
10. Remarquons que ——— — —. On a donc =2 t+tavect=— ett — 0.Or
R D A 13 2 xt6 Ik
; ( X > ; (7[ n t) 1 1
an|{ ——— | =tan | = _— ~ —
2x+3 2 tant t—o t

Par conséquent,

; < X ) 4x+6 4x
an 2x —+ 3/ xoto 3 x—4o0 37T

SoLUTION 13.

1. En posant u=x— %, onau — 0 et cosx = —sinu. Or sinu ~ u donc cosx ~ T —x.
x—=Z u—0 x5
2. En posant u=x— %, onau — 0Oet tanx:—t1 .Or tanu ~ udonctanx ~ =
x=G anu u—0 xsZT 27X
2 2
1 I 3 1
3. VI+x3 —x = (x34+1)5 —x = x((l—i—x%)3 — ) Orl — 0donc (T+%)° =1 ~ 3l Finaalement,
x— o0 xX— o0
3 1
VI4x3—x ~ z7.
xX——+o00 3XZ
— oy _ 11 1 _ 1 _1 1 1 _u
4. En posant u = x 1,onau:>0et]+x 7 = 77 2_2(1+% 1).Or1+% 1 u—0— % donc
1 1, 1—x
T~ 2, 7

SOLUTION 14.

On a N 5
. X 3x G
arcsin(x) 3X+ 3 + 0 +0(x%)
et
1 x?  3x4

- = _ - 5
#7)(201—#2—# 3 +o(x’).
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D’aprés le théoréme sur les produits de DL, on a donc

_ 23, 85 5
f(x)3x+§x —i—ﬁx +o(x?).

SOLUTION 15.

1. Produit de développements limités connus :

3

X
e¥sin(x) = x 4+ x* + 3 +0(x3).

2. Comme la valuation de sin(x) est égale a 1, on trouve le développement limité a 'ordre 6 de sin®(x) en partant du
développement limité & l'ordre 4 de sin(x) :

3
sin(x) = x — < +o(x*).
Le développement limité de cosx & I'ordre 3 est
2
cos(x)=1— X? +0(x3)

On trouve finalement
sin®(x) — x3 cos(x) = 0(x?)...

3. Le cours dit comment calculer le développement limité & 1'ordre 2 de (1 +x)'/2.
4 5
x3 1+x:x3+%—%+o(x5).

4. On se raméne a un développement limité connu par une transformation simple :

1 1 1

2+x 2 1+ (x/2)

N

5. Méme chose.

3—x2 3 1—(x%/3)
1

x2  x* 5
:g“r?“rﬁ‘i‘O(X )
6. C’est immeédiat :
x2 X3
\/1+2X:1+X*7+?+0(X3).

7. C’est sans soucis :

8. D’aprés les formules d’addition,

cos(g +X> = %cos(x) — ? sin(x).

Il ne reste plus qu’a appliquer les formules connues :

cos(zt +X) ! V3 x + V3
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9. On se raméne a la seule forme connue :
In(2 +x) =1n(2) + In[1 + (x/2)]

et on en déduit que

2 3
(2 +x) = In(2) + 5 = = + 22 +0(x%).
10. Méme chose.
exp(3 —x) = e exp(—x)
3,2 3,3
_ 33 ex _ex 3
=e’ —e’x+ 7 ¢ +o(x?).

11. On passe par la fonction exponentielle :
(1 +X)]/X — eln(]+x)/x — e1fx/2+x2/3+o(xz)

2 2
:e'efx/Zer /340 (x7)

= e.(l —x/2+x2/8—|—x2/3+o(x2))

donc : 1
1/x _ . ¢ e > 2
(T+x)"*=e 2X+ 2 +o(x7).
SOLUTION 16.
1. 5 3
x+1og(1+x):2x—%+%+o(x3).

2. La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle I (comme somme de fonctions continues et
strictement croissantes). D’apreés le théoréme d’inversion, la fonction f réalise une bijection de I sur l'intervalle

J=]f(=1"),f(17)[ =]—00,1 +log 2[.

3. Admettons que
f1(x) = ap + arx + axx? + azx® + o (x3)

pour des réels ay convenables. Comme f(0) = 0, alors f~'(0) = 0 et, par continuité de =, on sait déja que ap = 0.
Comme f~'(x) tend vers 0 lorsque x tend vers 0, on peut prendre

u=Ff"x) =0(x)

dans le développement limité

u? oul 3
f(u) 72u—7 ?—l—o(u ).
Or
u? = a%x2 +2a7a:%% +o(x3)
W =aix’® +o(x?)
donc
4 A2
(' (x)) :2a1x+7( azz a])xz
(6az —3ajaz +a3) ;
X
3
+0(x%)
=x (Vxe])

=x+o0(x3).
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Par unicité du développement limité, on en déduit que

2(1] =1
—a% +  4day =0
a3 — 3ajaz + 6az =0

donc
1 1 —1

aq :E) 02:ﬁ> as 192°

SOLUTION 17.

1. a. On pose u=x—Xq et on trouve

2 3 4
(T4+w) _ rvow v 4
e fe(1+u+ 5 + c +24+0(u )).

b. On applique les formules d’addition en posant uw = x — 7t/4 :

cos(x) = — U——+—+ - +o(u’)

V2 2 3 4
7 (1= g ot

c. Idem avecu=x—7m/6 :

_ 1 uw? o V3w oud 4
sm(x)fio—ﬁ—\/?:u—?— c +ﬂ—|—o(u)).

d. On pose u=x—ce et

In(x) =1 +1n(1 + %)

u ur o ourou

:1 —_—— — PSS —
+ e 2e? +Se3 4e4

e. On se raméne & une forme connue avec u =x—1:

1 1 1

T+(1T+u? 2 1+ u+u?/2)

et on considére maintenant 'infiniment petit

v:quu—:(’)(u).

N

On vérifie que

4

vi=u? b+ ui)

4
3ut

vi=1d -5 +o(u*),

v =ut +o(ut),
d’ot

1 1 u? 4

f. On intégre le résultat précédent, puisque

T4+u dt
arctan(1 +u) = arctan(1) + L TTe
Par conséquent,
arctan(14+u) = T + v uﬁz + Uj +o(uh)
T4 02 412 :
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g. Pour tout x >0, on a :

Vx2 —1 \/ 1 1 1 1
1 - =1~ —to0(=).
X x2 2x2 84 +0(x4)

h. Notons f(x) I'expression de 1’énoncé. Avec h =x —7t/4, on a :

d’ou

f(x) = etan(7/2+2h) In(tan (h+7/4))

— e In(tan(h+7/4))/ tan(2h)

Développons a l'ordre 5 In(1 + tan(h)). On a

De plus,

Comme

et

d’ou

donc

Ainsi :

En posant

On a

avec

d’ou finalement :

http://laurentb.garcin.free.fr

In (}+:an(‘n)>
—tan(h)
f(7‘[/4+h)—exp<—W)'
h3  2n°
v:tan(h):h+?+ﬁ+o(h5).
2 3 4 5
ln(1+v):v—%+%—%+%+o(v5)_
V2 1( , 2nt 5)
—7——5 h +T+O(h) N
v 5 5
?=§(h +h> +0(h’)),
v 1
—E =t o(h),
vl
% = 20 o (h),
h? 2h3 7h* 2hK° 5
111(1+tan(h))—h—7+7—ﬁ+ﬁ+o(h)

In ( 1+ tan(h)

Tan(h)) =In(1 +tan(h)) —In(1 + tan(—h))

In(f(h 4 rd)) = — 2nF B+ 3 +o(R?)
2h + 8h3/3 1 64h5/15 1 o (h5)

R = e
1+4h?/3+32h*/15+ o(h%)
2n?2  26h*

:—1 _
MR

+o(h*)

2h?  26h*
u=—++

4
3 a5 +o(h?")

f(h+m/4) =e! (1 +u+ u72 + o(u2)>

u? =4h*/9 4+ o(h")

12 4
f(m/44h) =+ 3—eh2 + Qh“ +o(h%).
14
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2. a. Tout d’abord, pour tout x > 0,
1\1/3
VX3 +x2 = x(l + 7)
X

et on applique la formule du cours avec 'infiniment petit

u=-
X

pour trouver

\3/x3+x2:x+1—l+ > 10

3 9x  81x2  243x3

De méme,
s 115 10
B 3 9% 81x2 243x3
Donc ) 10
3 3
\/X3+X2—\/X3—X2:§+W+O
b. On prend bien entendu
U
U—X—Z

pour infiniment petit. D’apreés les formules d’addition,

7t

cos(x) + sin(x) = V2 cos (x — Z)

2

:ﬂ(1 —“7+o(u2)).

c. On pose u=x — 7/4 et d’aprés les formules d’addition,

cos(u) + sin(u)

te =
an(x) cos(u) — sin(u)
T4+ u—u?/2+o0(u?)
S l—u—u?2/2+o0(u?)’
En prenant
u2
v:u+7+o(uz) =0(u)
pour infiniment petit, on retrouve une forme connue :
1 3u?
— =T14u+=—+o0(u?)
1—v 2

et on en déduit que

tan(x) = 1+ 2u + 2u? + o (u?).

SOLUTION 18.

o)
vo(5).
()

On a au voisinage de 0,

x2  x*

1+ 51X o).
> +2+24+o(x)

2 4

Posons u = %~ + 5 et appliquons le théoréme de composition des DL...

ch(x)

u ol X |o0| %
—u 0| 00| %

In(1+ch(x)) || 0

NS
(&)
\
N
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Ainsi,
In(ch(x)) x x3 3
7}{ E E - ﬁ +o0 (X )
Posons v = 3 — % et appliquons & nouveau le théoréme de composition des DL.
3
v 2| 0| -2
2 2
T Ol% | O
3 2
2 oo %
2 3
-1 3|5 | -%
Ainsi,
2 3 4
X X X 4
flx) =x+ =5+ 5 — = +olx
() S x+ 5+ =gz Tox))
SoLuUTION 19.
» On a au voisinage de 0
3
x 3
t =x— =
arctan(x) SX3 +o0(x’)
et 5 ;
uw uw
In(14+u) Su— > + 3 +o(ud).
Posons u =x — "3—3 et appliquons le théoréme de composition des DL.
3
u X 0 —%
2 2
—5&- 0] —% 0
3 3
v 0 0 E
2
In(1 +arctan(x)) || x | =% 0
Ainsi,
X2
In(1 + arctan(x)) = x — > +0(x%)
» On a au voisinage de 0,
3
X
sin(x) = x — < +0(x3),
ainsi, aprés une banale comoposition de DL,
X 1 ( x? ) )
=—|\T+ 5 +olx
sin?(x) X 3 %)

http://laurentb.garcin.free.fr 16
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On a donc aprés un simple produit de DL,

¢ On a au voisinage de 0,
2

e“=1+u+u7+o(u2).

Posons u = —3 + % et appliquons & nouveau le théoréme de composition des DL.
x| X2
u —2 3
2 2
u” 0 X
h(x) 1 _x 11x?
e 2 24
Ainsi,
ex 1lex?
h(x) = + +o(x?
() 0 2 24 %)

SOoLUTION 20.

On a au voisinage de 0,
x2 X3 3
e =1 — + —
=1+x+ 7 + c +o(x’),
ainsi,
3
x —x 2 X 3
3e*+e ?4+2x+2x —|—?—|—o(x )
On a donc au voisinage de 0,
2.3
In(l1+u) =u——+ — +o(ud).
2 3
XZ 3

Posons u = 5 + % + 35 et appliquons le théoréme de composition des DL.

X XZ X3

u 2| 7 12

2 2 3
- 0| —% |7

11.3 X3

5 0 0 7
fix) —In(4) || 3| 2 | -5

Ainsi,
3 2 3
fx) =In(4) + >+ 2 X 153

2 8 8

http://laurentb.garcin.free.fr 17
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SOLUTION 21.

On a au voisinage de 0

cos(x) = 1— 1X2 + lx4 +o(xh),

2 24
ainsi : :
f(x) == x .
20 1= 1x2+ Jext +o(x?)
Or ,au voisinage de 0,
— =14+u+u?+o(u?).
T—uo
Posons u = ];xz — ;—Sx“. Puisque u = O (x?), le développement & lordre 2 en u indiqué ci-dessus est suffisant pour

développer f(x) a 'ordre 4. Appliquons la méthode de calcul du DL d’une composée.

u x| —gexd
u? 0 Tex?
1 1 1
L I S 7 2
D’ou : :
LI S 4
(x) > 2+8X —|—48x +o(x")

SOLUTION 22.

2

Nous allons considérer f(x) comme le produit de g(x) = x“sin(x) et de h(x) = 1/(1 4+ x), et nous allons développer

chacun des termes a 'ordre 5.

» Commencons par g. La fonction g est elle-méme un produit. Le premier terme x? est un polynome de degré 2,
son développement & I'ordre 5 est donc égal & x?. Nous connaissons aussi un développement de sinx a Lordre 5 :
sin(x) =x —x3/6 +x°/120 + o(x°). Le produit des deux termes conduit donc &

x? sin(x) = x> —x°/6 + 0 (x°),

puisqu’on ne tient compte dans le produit que des termes de degré < 5. Notons donc qu’il aurait été suffisant de
développer sin(x) seulement & I'ordre 3. Il est souvent possible d’utiliser ce type de raccourci, mais il est plus sir au
début d’appliquer strictement les régles de calcul, au prix de quelques lourdeurs.

» Passons maintenant & 1/(1 + x). On sait que
1
—— =T —x+x*+x>—x"+ x>+ 0(x%).
1+x
» En utilisant la régle du produit, il vient donc
f(x) = (x*—=x°/6+0(x>)) x
(1T—=x+x24+x>=x*+x>+0(x%))
= x> —x"+5x°/6+0(x)
Notons que, 1a encore, il aurait été possible de ne développer 1/(1 4+ x) qu’a l'ordre 2, puisque x> est en facteur dans le
premier terme g.

SoLUTION 23.
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1. On a 3 5 35
_1/2 X 92 2.3, 9 4 4
(1—x) 01+2+8x +16X +128X +o(x")
et 2 4
_q_ X X 4
cos(x)gl 2 +24+0(x)

d’ot, aprés produit des deux DL :

1 1 49
fx) =T+ > — -x2 + —x3 + ——x* + 0 (x4).

0 2 8 16 384
x2 X! 4
2. Comme]—l—cos(x)?Z—?—i—ﬂ—i—o(x ), on a,
x?  x* 4]
Q(X)E\@ 1—1—1—@—&-0@( ).

Puisque v1+u 5 T+5— u—; +0(u?), on déduit du théoréme de composition des DL que,

V2x? N V2x4

4
8 381 7o)

9lx) = V2 -

x?  x* 4
3. Comme cos(x) = 1— 5 + 7 +o0(x"), on a,

x2  x* 4
h(x)iexexp<—?+ﬂ+o(x )).

Puisque e* 5 T+u+ u72 + o(u?), on déduit du théoréme de composition des DL que,

ex?  ex?

_ ., &~ ex 4
h(x)ge > + c +o(x").
4. Comme 5 4
X x 4
cos(x)g1 7 —|—24—|—0(x)
et :
2 4 4
W?‘I—X +x +O(X ),
on a: ;
cos(x) . 3 2,374 o,

T+x2 0  2° " 24

SOLUTION 24.

I1 est possible d’obtenir certains développements asymptotiques au voisinage de 400 ou de —oco en posant x = 1/u, ce
qui raméne le probléme & 0" (ou 07). Posant x = 1/u, on se raméne a u tendant vers 0. Or,

f1 ) = /12 + 1 ju = Y

u
1+u/2—u?/8+0(u?)
u
1T/u+1/2—u/8+o(u)

d’ou : :
f(X) :X+E—§+O(]/X).
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Bien entendu, on aurait pu aussi mettre directement le terme dominant en facteur en écrivant f(x) =
rameéne au probléme de /1 +u au voisinage de 0.

SOLUTION 25.

x4/ 1 —i—f, ce qui

1. On pourrait procéder par étude de fonctions mais comme on connait la formule de Taylor avec reste intégral, autant

en profiter. D’abord & l'ordre 1.

X
sinx=x+J (x —t)(—sint) dt
0

Pour x € [0, 1], sint > 0 et l'intégrale est négative. On en déduit que sinx < x. Puis a l'ordre 3

. x> [ (x—1)3
sinx=x——+ | ———sintdt
6 0 6

Pour les mémes raisons que précédemment, l'intégrale est positive. On en déduit que sinx > x — %

k
2. Notons S, = E sin —. En utilisant la question précédente :
n
k=1

=k L oK3 ook
2w ;T <SSe<)

CT\ \

"k onm+1) 11
rgE—T—z"—R.AIHSI

1 1) Te kK 1Tend 1
Sn (2+2n‘\6zn6\6zn6 én2
k=1 k=1
. 1 1)_ (1)_ <1)
Finalement, S,, <2+E O 2 =o0 =)
SOLUTION 26.
On a 5 .
1. x 4
cos(x)g1 > —1—24+o(x)
et
1+ax? 2 2,124 13,6 6
Wgﬂ—l—ax )(1—bx* +b*x* —b°x° + 0(x°))
€1+(a—b)x2+(b2—ab)x4—|—o(x4)
d’oll
f(x) = (=1/2+a- b)x? 4 (1/24 4+ b% — ab)x* + o (x*).

Comme le systéme
a—b=1/2, 1/24=ab—b? =b(a—b)

admet pour unbique solution
(a>b) = (7/]2) ]/]2))

L’expression f(x) est un infiniment petit d’ordre le plus grans possible si et seulement si

7 1
(lf]iz et bfﬁ
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SOLUTION 27.

1. vx e R, f(x) = e(1+3)Inx Or Jim (1 + %) Inx = —co. Donc lim f(x) = 0. Par conséquent f est bien continue en
0 x—0+ x—0+
2. Etudions le taux de variation de f en O : % =x¥ =e'%. Or lim % = o0 donc lim % = 0. Ainsi

x—0+ x—0+

f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

3. Comme lim 1+ % =let lim Inx=+4o00,ona lim (1 + %) Inx = 400 puis lim f(x) = +oo0.
X—+00 X—+00 X—+00 X—+00

4. f est dérivable sur R et pour x > 0 :

f'(x) = (—X]—Zlnx—i- (1 + %) %) f(x) = %(X-ﬁ-] —Inx)

Pour x > 0, f’(x) est donc du signe de g(x) = x4+ 1 —1Inx. g est dérivable sur R* et g’(x) =1 — % g est donc
décroissante sur 10, 1] et croissante sur [1,4o00[. Comme g(1) =2 > 0, on en déduit que g est strictement positive
sur R . Par conséquent, f est croissante sur R,..

5. Comme lim (1 + %) Inx = +oo, lim f(x) = +oco. De plus, lim % = lim % =1. Pour x > 0, f(x) —x =
X——+00 X—+00 X——+00 X—+o00
X (elr‘Tx — 1). Or e —1 ~ me Donc f(x) —x ~ Inx. Donc lim f(x) —x = +oo. C admet en +oco une
x— 400 x— 00 X—+00

branche parabolique de direction la droite d’équation y = x.

6. Posons x = 1 + h, de sorte que f(x) = f(1 + h) = e[T* %) MO+M) Op 4 dune part

1 2 2
1+ T+h ]1:02—h+h +o(h?)
et d’autre part :

h? h3 h h?
ln(1 +h) 1\foh_7+?+0(h3) h:0h<1 —2+3+0(h2)>

De sorte que,

e O )
(1+1+h In(1+h) = h(2-2h+Zh* +o(h?)
13

= 2h—2h% + €h3 +0o(h?)

h—0

Posons u = Zh—2h2+1?3h3—|—0(h3). Onau— Oete" = 1+u+u72+u7f—|—0 (u3). On trouve u? = 4h?—8h3+o0(h3)
0

h—0 u—0 h—

et U3 = 8h3 + o(h3). Il vient finalement :
h—0

1
f(1+h) = 1+2h— 2h3 +0o(h?)

c’est-a-dire :

M) = 1426 1) = 5 (x— 1P +o((x—1)?)

7. On déduit de la question précédente que C admet au point d’abscisse 1 une tangente d’équation y =1+ 2(x—1) i.e.
y = 2x — 1. On déduit la position relative de C et T du signe de —%(x —1)3. Au voisinage de 17, C est au-dessus de
T et au voisinage de 17, C est au-dessous de T.
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SOLUTION 28.

1. f est dérivable sur Ry et f'(x) = (x + 1)e* > 0 pour tout x € R, . f est donc continue et strictement croissante sur
R . Puisque f(0) =0 et 1+imf = 400, f induit une bijection de R sur lui-méme.
(o)

2. f est de classe C*™ sur R, et sa dérivée ne s’y annule pas. f~' est donc également C* : elle admet notamment un

développement limité en 0 & tout ordre.
On a f(0) = 0 donc f~'(0) = 0. On a également f(x) ~ x donc f~'(f(x)) ~ f'(x)ie. f'(x) ~ x. Le
x—0 x—0

x—0

développement limité d’ordre 2 de f~! en 0 est donc f~'(x) = x+ ax? + o(x?). Posons u=f"'(x). Onau — 0
0 x—0

x—

donc e* = T+u+o(u = 14+ x4+ o0(x). Ainsi

flw) =ue* =x(T+ax+o0(x))(1+x+0(x)) =x+ (a+1)x* +o(x?)
Comme f(u) = x, on a par unicité du développement limité a+1=01ie. a=—1.
| REMARQUE. Inutile de pousser le développement limité de e & un ordre supérieur a 1.

3. Posons a nouveau u = ' (x). On a donc f(u) = x i.e. ue* = x. Ainsiu+Inu =Ilnx. Oru — +ooetlnu = o(u)

X — 00 u——+oo

doncu ~ Inxie f'(x) ~ Inx.

xX—+00 xX—+00

SOLUTION 29.

Un rapide coup d’oeil a l'ensemble de lexercice permet de conclure qu'un DL (au moins & 'ordre trois!) sera le
bienvenu.
1. L’expression est définie sur [—1,1] \ {0}. Allons-y, allons-o ...Puisqu’au voisinage de 0,
1 3
arcsin’/(x) = (1 —x2)"2 =1+ Exl + §x4 +0(x%),

on obtient d’aprés le théoréme d’intégration des DL,

arcsin(x) = arcsin(x) — arcsin(0) = x + %X3 + j—OXS +0(x%).

Ainsi, pour x voisin de 0 mais non nul,
1 1 y 1
arcsin(x)  x 1T+ Ix2 + Zx4 4+ 0(x%)

Déterminons le DL4(0) du dernier quotient, noté Q(x), en appliquant le théoréme de composition des DL. On a, au
voisinage de 0,
1
— =14+u+u?+o(u?).
T—u

Posons u = —%Xz — f—ox“. Les calculs ne présentent aucune difficulté et sont résumés ci-dessous,
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2 3.4

u 0| —gx 0 TR
2 x4
u 0 0 0 3

On en déduit qu’au voisinage de 0,

T o[ 1, 17 4 5}

f(x)_xx[ 6X 360X +o0(x’)
o 17 5 4
gx %x +o(x")

2. Comme f(x) 5 o(1), la fonction tend vers 0 avec x. Elle est donc prolongeable par continuité en 0 par f(0) = 0.
3. Comme 1
f(x) = _EX + o(x),

la prolongée f (prolongée par continuité en O par f(0) = 0) est dérivable en 0 avec f'(0) = —

4. Comme

1
g

1\ 17
flx) = <*@") 2 360

f présente un point d’inflexion en l'origine : la courbe traverse sa tangente.

SoLuTION 30.
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On a au voisiange de +oo ,

®|=

et =14 4oy to ()
N x T2\ )

ainsi

f(x) :x+2+i+o (l>
2x X

La courbe admet donc la droite d’équation y = x + 2 pour asymptote en +oo , la courbe étant située au-dessus de
I’asymptote au voisinage de +00 , et inversement au voisinage de —oo.

SoLuTION 31.

Il s’agit de montrer que limy_,o (f(x) —2x) = 0. On pose t = 1/x et on se rapelle que le DL d’ordre 1 de In(1+1t) en 0
est t. Donc

lim (£(x) — 2x) = lim [l In <ﬂ> _ g}

X—00 t—0 1—1 t

-
t—0

1 2
. 1 2
-t (- o - ¢ =

SOLUTION 32.

Les racines de x2 + x sont 0 et —1. f est donc définie sur | — 0o, —1]U]0; +oo[. On a d’abord limy_,o+ f(x) = +o0 par
croissance comparée. La courbe admet donc ’axe des ordonnées comme asymptote verticale. De plus, en o0

f(x) = x| 1+%e%
= (1450 () (145 +0 ()
{1+ 3 +o (1)
3

La courbe admet donc la droite d’équation y = x—|—% comme asymptote oblique en +oco et la droite d’équation y = —x— 3
comme asymptote oblique en —oco.

SOLUTION 33.

1. Supposons f dérivable en a. On a alors

f(a+h) = f(a) + hf'(a) + o(h)

et
fla—h) = f(a) — hf'(a) + o(h),
ainsi
f(a+h)2—hf(a—h) _ th’(az)h“(h) — /() +0(1)
et donc
- fla+h)—fla—h) — f'(a)

h—0 2h

http://laurentb.garcin.free.fr 24


http://laurentb.garcin.free.fr

© Laurent Garcin MPSI Lycée Jean-Baptiste Corot

2. La fonction wvaleur absolue n’est pas dérivable en 0 mais admet une dérivée symétrique en O car

o =1 =Rl _
m ——— =

h—0 2h 0.

SOLUTION 34.

Ecrivons la formule de Taylor-Young a l'ordre deux en xg ,

2
f(xo +h) = f(xo) + hf'(xo) + h?f”(xo) +o (hz).

On a donc aussi 5

f(xo — h) = f(xo) — hf'(xo) + h?f”(xo) +o (h?).

D’ou , en notant t(h) le quotient
f(xo +h) + f(xog — h) — 2f(xo)
h? ’

on a ,
t(h) = f"(x0) +0o(1),
ainsi

. el
}Ig% T(h) = " (x0).

SOLUTION 35.

On a u, = arctann® — arctann?. Or si n > 0, n? et n3 son strictement positifs d’ou arctann? = 7 — arctan % et
arctann’ = % — arctan % Ainsi u,, = arctan ﬁ — arctan % pour n > 1. Comme arctanu ~ U, arctan % ~ % et
u— n——+oo
1 1 1 1 1
arctan -5 ~ —5.Deplus, = = o (=z)doncu, ~ —.
T13 nA)}oo‘“3 p 7T13 n— oo (nz) nn%}oonz

SOLUTION 36.

1. On remarque que l'intégrande tend vers 1 lorsque n tend vers +o0o. Nous ne disposons pas en premiére année de
théoréme d’interversion limite/intégrale mais il y a cependant des chances que (u,) converge vers 1. En effet,

1 1 1T on 1
1—un=J dx—J dx :J x dX<JXndX=L
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On en déduit que (u,) converge vers 1.
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2. Onavuque I —u, = J T Soit n > 1 : on écrit Ty sous la forme ;% et on effectue une intégration
0 X

par parties :
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En utilisant I'inégalité classique In(14+u) < u,on a:
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1
Donc J In(1 +x™)dx — 0. Par conséquent,
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1l—up=—+4o0|— ie. up=1——+4o0|—
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