TD 14 : GROUPES, ANNEAUX, CORPS

» Lois de composition interne

Exercice 14.1 Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné. Alors pour tout (x,y) € E2, max(x, y) est bien défini. On
définit ainsi une loi de composition interne, notée max sur E.

1. Montrer que la loi max est associative et commutative.
2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (E, max) posséde un élément neutre.

3. Lorsque cette condition est vérifiée, quels sont les éléments inversibles de E ?

Exercice 14.2 Eléments réguliers
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne *, associative, et possédant un élément neutre e. Un élément
x € E est dit régulier 2 gauche si V(y, z) € E?, xxy = x*z = y = z et régulier 2 droite si ¥(y, z) € E?, yxx =z+x =y =2z.

1. Quels sont les éléments réguliers (2 droite ou & gauche) de (Z,x) ?

2. Soit A un ensemble. Montrer que dans (¥ (A, A), o), un élément f est régulier 4 droite si et seulement si f est
surjective. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit régulier 4 gauche.

» Groupes

Exercice 14.3  On définit une loi de composition interne % sur R par : ¥(x,y) € R%, x * y = x> + .
Montrer que (R, ) est un groupe abélien.

Exercice 14.4 Centre d’un groupe
Soit G un groupe. On appelle centre de G I'ensemble Z(G) = {x € G, Yy € G, xy = yx} des éléments commutant avec

tous les éléments de G. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G. A quelle condition a-t-on Z(G) = G ?

Exercice 14.5 Divers sous-groupes
Dans chacun des cas suivants, déterminer si H est ou non un sous-groupe de G.

1. G=(C*x), H= U U, tous les coefficients sont dans Z.
neN*
2. G=u,(C), Hlensemble des matrices triangulaires
supérieures de G.

3. G = GL(R), H l’ensemble des éléments de G dont 5.6=6,, H={c€G,|o(l)=2}

4. G=GL,(R), HUlensemble des matrices triangulaires
supérieures dont les coefhicients diagonaux valent 1.

ExEerCICE 14.6 Donner les tables de multiplication de Uy et U, x Us. Prouver alors que ces deux groupes ne sont pas
isomorphes (c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’isomorphisme entre ces groupes), bien que de méme cardinal.
Exercice 14.7 Soit G un groupe non réduit 2 un élément tel que pour tout g € G, g* = e.

1. Montrer que tout élément est égal 4 son propre inverse. En déduire que G est abélien.

2. Montrer que G posséde au moins un sous-groupe de cardinal 2.

3. On suppose que G contient au moins trois éléments. Soit H un sous-groupe fini de G, différent de {e} ou de G, et
soit g € G\ H. On pose alors gH = {gh, h € H}.

(a) Montrer que H U gH est un sous-groupe de cardinal 2|H]|.

(b) Montrer que si G est fini, alors son cardinal est une puissance de 2.
Exercice 14.8 Un cas particulier du théoréme de Lagrange
Soit G un groupe commutatif fini, de cardinal n.

1. Soit g € G. Montrer que x — gx est une bijection de G sur lui-méme.

2. Soit g € G. En calculant de deux maniéres le produit n(gx), montrer que g" = 1.
x€G

3. Déterminer tous les sous-groupes finis de (C*, ).

Exercice 14.9 Opérations sur les sous-groupes

Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On note HK = {h - k, (h,k) € Hx K}
1. Montrer que H N K est un sous-groupe de G.
2. Montrer que H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H c K ou K ¢ H.

3. Si G est abélien, montrer que HK est un sous-groupe de G.
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4. (x) Prouver que HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.

Exercice 14.10 Soit G un groupe. On définit une relation binaire sur G par x ~y & Jg € G, x = g~ lyg.
1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur G.
2. Déterminer le cardinal de la classe d’équivalence de 1.
3. Si G est abélien, prouver que les classes d’équivalence sont des singletons.
4. Montrer que si x ~ y et s'il existe n € N tel que x" = 15, alors y" = 1.
Exercice 14.11 Dans cet exercice, on note G I'ensemble des similitudes directes du plan, qu’on assimile a 'ensemble
des fonctions f : C — C telles qu’il existe (a,b) € C* x C tels que Vz € C, f(z) = az + b.
1. Montrer que (G, o) est un groupe, et qu’il n’est pas abélien.
2. Soit zg € C. On pose G, = {g € G| g(z0) = z0}-
Montrer que G, est un sous-groupe de G, isomorphe 4 C*. Est-il abélien ?
Exercice 14,12 Soit G un groupe, et soit x € G. On dit que x est d’ordre fini s'il existe n € N* tel que x" = eg.
1. Montrer que si G est abélien, et que x et y sont d’ordre fini, alors xy est encore d’ordre fini.
2. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si G n’est plus abélien ?

' Exercice 14.13 Conjugaison dans un groupe

G — G

-1 -

Soit G un groupe. Pour a € G, on pose 7, :
group P a — aga

1. Montrer que 7, est un morphisme bijectif de G dans lui-méme (on parle alors d’automorphisme).
2. On pose 6(G) = {74, a € G}. Montrer qu’il sagit d’un sous-groupe de (S(G), o).

3. Montrer que I'application ¢ : G —» S(G) qui 4 a € G associe 7, est un morphisme de groupes. Quel est son noyau ?

Exercice 14.14 Soit f : Gi = G, un morphisme de groupes.
1. Prouver que pour tout sous-groupe H; de Gy, f(Hyp) estun sous-groupe de G,.

2. Prouver que pour tout sous-groupe H de Gy, f ~1(H,) est un sous-groupe de Gi. En déduire que Ker f est un
sous-groupe de Gj.

Exercice 14.15 Déterminer tous les morphismes de groupe de (Z, +) dans (Z, +). De (Q, +) dans (Z, +).

Exercice 14.16  Soit (G, =) un groupe, et soit A une partie non vide finie de G, stable par . Prouver que A est un
sous-groupe de G.

» Anneaux, corps

Exercice 14.17 Montrer que Z[V2] = {x + yV2, (x,y) € Z?} est un anneau.
Prouver que Q(V2) = {x + yV2, (x,y) € Q*} est un corps.

Exercice 14.18 Soit D lensemble des nombres décimaux. Montrer que (D, +, X) est un anneau. Est-ce un corps ?

ExErcice 14.19 Produit direct d’anneaux
Soient (A, +4, X4) et (B, +5, Xp) deux anneaux. On munit A X B de deux lois de composition & et ® définies par :

(a,b)® (a’,b')=(a+aad’,b+pb)et(a,b)®(a’,b’)=(axsa’,bXxpb’).
Montrer que (A x B, ®, ®) est un anneau, commutatif si A et B le sont. Cet anneau est-il intégre ?

Exercice 14.20 Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-anneaux de RN, I'anneau des suites réelles ?

1. l’ensemble des suites de limite nulle 5. l'ensemble des suites bornées

2. Pensemble des suites croissantes 6. lensemble des suites (u,) telles que lim u, = +oo
n—+oo

3. lensemble des suites convergentes 7. lensemble des suites stationnaires

4. I'ensemble des suites divergentes 8. Iensemble des suites nulles a partir d’'un certain rang

Exercice 14.21  Soit (4, +, X) un anneau commutatif. Pour a € A, on appelle racine carrée de a tout élément dont le
carré vaut a.

1. Prouver que si A est intégre, alors tout élément de A admet au plus deux racines carrées.

2. En revanche, prouver que dans (% (R, R), +, ), la fonction constante x - 1 posséde une infinité de racines carrées.

ExEerciCE 14.22 Soit A un anneau commutatif et E un ensemble non vide. A quelle condition F (E, A) est-il intégre ?
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Exercice 14.23 Montrer qu’un anneau commutatif intégre fini est un corps.

Exercice 14.24 1déaux premiers (D’aprés oral ENS)

Soit A un anneau commutatif non nul. On appelle idéal de A tout sous-groupe I de (A, +) tel que ¥(a,x) € AX I, ax € I.
1. Montrer que pour tout x € A, xA = {ax, a € A} est un idéal de A.

2. Un idéal I est dit maximal si tout idéal de A, différent de A, et qui contient I est égal 4 I lui-méme.
Et un idéal I différent de A est dit premier si ¥(a,b) € A%, abe I = acloubel

(a) Montrer qu’un idéal I est maximal si et seulement si pour tout x € A\ I, I + xA = A (ol I + aA est 'ensemble
des éléments qui s’écrivent comme somme d’un élément de I et d’'un élément de aA).

(b) Prouver qu’un idéal maximal est premier.

3. Montrer que A est un corps si et seulement si tout idéal de A est premier.
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CORRECTION 1

CORRECTION DES EXERCICES DU 1D 14

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.1

C’est trivial.

Supposons que E contienne un élément neutre e pour max. Alors, pour tout x € E,
max(x, e) = x, et donc e < x.

Donc un élément neutre est forcément un minorant de E, et étant dans E, c’est le plus petit
élément de E.

Inversement, si E posséde un plus petit élément e, alors pour tout x € E, max(x, e) = x, et
donc e est élément neutre.

Ainsi, (E, max) posséde un élément neutre si et seulement si il possede un plus petit élément.

L’élément neutre est bien entendu inversible, égal 4 son propre inverse.
Soit x € E un élément inversible. Alors il existe y € E tel que max(x,y) = e.
Donc soit x = e, soit y = e.

Mais si y = e, alors y est I'inverse de x, etdonc x =y ! =e”! =e.

Donc e est I'unique élément inversible de E.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.2

Notons que Z étant commutatif, les éléments réguliers a droite et réguliers 4 gauche sont
les mémes.

Supposons donc que x soit régulier, et soient y,z € Z tels que xy = xz.

Alors x(y — z) = 0. Et donc soit x = 0, soity —z=0 & y = z.

Il est clair que O n’est pas régulier car 0 - 1 = 0 - 2. Donc tout élément non nul de Z est
régulier.

Supposons que f soit surjective, et soient g, h € F (A, A) telles que go f = ho f.

Soit alors y € A. Par surjectivité de f, il existe x € A tel que y = f(x).

Et alors g(y) = g(f(x)) = h(f(x)) = h(y). Ceci étant vrai quel que soit y € A, on en déduit
que g = h, donc que f est régulier 2 droite.

En revanche, si f n’est pas surjective, alors il existe y € A qui ne posséde pas d’anté-
¢dent . Et 1 d foncti t h qui dife ¢ uni ¢ rifient On suppose que g(x) = h(x)
cédent par f. Et alors deux fonctions g et h qui different uniquement en y  vérifien pour tout x # g et que

Vx € A, g(f(x)) = h(f(x)) car f(x) #y. g(y) # h(y).
Pourtant h # g par hypothése, donc f n’est pas régulier 2 droite.

Si f est injective, soient alors g et h deux fonctions telles que fog = foh.

Alors pour tout x € A, f(g(x)) = f(h(x)), et donc g(x) = h(x). Donc g = h : f est régulier
a gauche.

Inversement, soit f une fonction réguliére 4 gauche pour la composition, et soient x1, x» € A
tels que f(x1) = f(x2).

Soient alors g et h les fonctions constantes égales respectivement 2 x; et x».

Onadonc fog= foh.Etdoncg = h, de sorte que x; = x».

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.3
Commengons par prouver lassociativité de la loi x : soient x, y, z trois réels. Alors

Et d’autre part,

(x*xy)xz=

3
(,3/)(3 + y3) +28 =P+ P+ 22 = x *(y*x2).

Donc * est une loi de composition associative.
Notons qu’elle est clairement commutative, puisque la somme dans R est commutative, et
donc x* +¢° = ¢ + x°.
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2

TD 14

412 . 3
0 est ’élément neutre pour *, puisque pour tout x € R, x * 0 = Vx3 = x. Et par commuta-
tivitd, Ok x = x x« 0 = x.
Enfin, tout élément admet bien un inverse, qui est —x, puisque

x % (=x) = 23 + (=x)3 = Va3 —x3=vV0=0.

Et par commutativité, (—x) * x = 0.
Ainsi, (R, ) est bien un groupe.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.4

Pour tout x € G, ex = xe = x, donc e € Z(G).

Soit g € Z(G), et soit x € G. Alors gx~! = x7!g, et donc en passant a l'inverse, xg~! = g~'x,
de sorte que x et g~' commutent. Ceci étant vrai pour tout x € G, g~ € Z(G).

Enfin, si g, h € Z(G), alors pour tout x € G,

ghx = g(hx) = g(xh) = (9x)h = xgh.

Donc gh et x commutent, de sorte que gh € Z(G).

Et donc nous avons bien vérifié les quatre points caractérisant un sous-groupe, Z(G) est
un sous-groupe de G.

On a alors Z(G) = G si et seulement si

Vg € G, g € Z(G) & Y(g,h) € G*, hg = gh.
Soit encore si et seulement si G est abélien.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.5

1 (qui est 'élément neutre de C*) est dans tous les U, donc dans leur union.

Soient x,y € U U,.
neN*
Alors il existe n € N* tel que x” = 1 et il existe p € N* tel que y? = 1.
Mais alors (xy)™? = x"Py"? = (x™) (yP)" = 171" = 1.
Donc xy € H.

1\" 1

De plus, si x € H, alors il existe n € N* tel que x” = 1, et donc (—) =1,donc = e U, c H.
X X

Ainsi, H est un sous-groupe de G.

La matrice nulle est dans H.

La somme! de deux matrices triangulaires supérieures est encore triangulaire supérieure.
Etsi M € H, alors —M (qui est I'inverse de M pour I'addition) est encore dans H.

Donc H est un sous-groupe de 4, (C).

1/2

0 (1)) n’est pas dans H, donc H n’est pas un

(% (1)) est dans H, mais son inverse, (

sous-groupe de G.

La matrice I, est dans H.

Le produit de deux matrices de H est dans H.

Etsi M € H, alors son inverse est triangulaire supérieure, et ses coefficients diagonaux sont
les inverses de ceux de M, donc valent tous 1.

Donc M~! € H : H est un sous-groupe de G.

id(1) = 1 # 2, donc id, qui est I'élément neutre de S, n’est pas dans H : H n’est pas un
sous-groupe de G.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.6
Pour Uy = {1,-1,i,-i}, il n’y a pas de difficulté :

x [ U [=1] i |-
HEEIE
= R
i1 =i -1] 1
IR
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Bien que l’élément neutre
soit le méme que celui du
groupe (R, +), et que I'in-
verse d’'un élément x soit
également le méme que
dans (R, +), il ne sagit pas
du méme groupe, car en
général,

xXky#Fx+y.
Par exemple

Txl=V2#2=1+1.

L) [

& Danger !

n et p n’ont aucune raison
étre égaux.

T, M 1 (C) est bien muni
de la somme.

Si on ajoute la condition que
det A = +1, alors H devient
un sous-groupe de G.
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4.b.

CORRECTION

Puisque Uy = {-1, 1}, le groupe U>xU, contient 4 éléments : (1, 1), (-1, -1), (1, -1),(-1,1),

et on a alors
x| D [L-D] (<L) | (1,-1) |

(151) (151) (_15_1) (_1»1) (1,_1)
(_17_1) (_17_1) (171) (1’_1) (_191)
LD | LD [ (-0 | (LD |(-L,-1
(1’_1) (1’_1) (_191) (_17_1) (171)

En particulier, pour tout x dans U, X Uy, on a x* = (1, 1) I'élément neutre.

Supposons par 'absurde qu’il existe un isomorphisme ¢ : Uy x U, — Uy,

Alors pour tout y € Uy, il existe un unique x € Uy x U; tel que y = ¢(x). Et alors
v =) =0 (x¥*) = 0((1,1)) = 1.

Autrement dit, le carré de tout élément de Uy est égal a 1. Ceci est manifestement faux,
puisque i* = -1 # 1.

Par conséquent, il n’existe pas d’isomorphisme de U, x Uy — Uy,

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.7

2 1 _

Pour tout x € G, xx = x*> = e, et donc x~! = x.

Soient x,y € G. Alors xy = (xy)~'. Mais (xy)™' = y~'x7!, qui par la question précédente
vaut yx. Et donc xy = yx, si bien que G est abélien.

Il existe x € G tel que x # e. Et alors {e, x} est un sous-groupe de G, de cardinal 2.

Notons qu’un tel sous-groupe H existe par la question précédente.
Puisque e € H, e € HU gH.

Soient g1, 9> € H U gH. Soit g; € H, soit il existe hy € H tel que g1 = ghy.
De méme, soit g» € H, soit il existe hy € H tel que g> = gho.

Montrons que g1g» € H U gH est stable par produit, puisque tout élément étant égal a son
propre inverse, on aura donc, g1 95 !'=g19p € HUgH.

» Sigi, g € H. Alors g1g> € H par définition d’un sous-groupe.
»Sigi € Hetgs ¢ H. Alors g1g2 = g1ghs = g(g1h2) € gH € H U gH.
~—

eH
»Sig) ¢ Hetgp € H. Alors g1g2 = g (h1g2).
—
eH
»Sig ¢ Het go ¢ H. Alors gigo = ghighy = g°h1hy = hihy € H ¢ HU gH.
Donc nous avons bien prouvé que pour tout g1,¢9> € H U gH, 919> € H U gH, qui est donc
un sous-groupe de G.
Puisque la translation 4 gauche par g est bijective, h > gh est une bijection de H sur gH,
qui a donc méme cardinal que H.
Par ailleurs, H et gH sont disjoints. En effet, supposons par I'absurde qu’il existe x € H U gH.
Alors x € H et il existe h € H tel que x = gh. Et alors g = xh™! € H, ce qui est absurde
puisqu’on a supposé g ¢ H.
Donc H U gH est de cardial Card(H) + Card(gH) = 2Card(H).
Supposons par I'absurde que Card(G) ne soit pas une puissance de 2.
Soit alors Hy un sous-groupe de G de cardinal 2. Alors Hy # G, et donc il existe g; € G\ H;.
Donc H> = Hy U g1Hj est un sous-groupe de G de cardinal 4.
Mais alors H, # G puisque G n’est pas de cardial 4. Donc il existe g, € G \ Hy. Et alors
H3 = H, U g>H, est un sous-groupe de G de cardinal 8.
Mais H3 n’est pas égal 3 G, etc.
On construit donc par récurrence une suite de sous-groupes (Hy )1 tels que Hy soit de
cardinal 2*.
Mais si k est suffisamment grand, 2% > Card(G), ce qui est absurde.
Donc Card(G) est nécessairement une puissance de 2.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.8

Notons fy : x = gx, et fgq X g‘lx. Alors, pour tout x € G,

_ . -1 _
(fg Ofg_1) (x) = g(g7'x) = x et de méme <f9 Ofg) (x) = g Hgx) = x.
Donc non seulement f; est bijective, mais en plus, nous savons que son inverse est for-
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Un morphisme envoie tou-
jours P'élément neutre sur
I’élément neutre.
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TD 14

D’une part, f, étant bijective, on a, avec le changement de variable y = gx,

[Teo=]]v

x€G yeG

Drautre part, G étant commutatif, on a

[Jeo=9"]]x

geG x€G

Détaillons un poil ce calcul pour bien voir ot I'hypothése de commutativité est indispen-
sable : notons G = {g1,92,...,gn}. Alors

n

[ T@o =] Jox»

x€G i=1
= (gx1)(9x2) - - (9xn) = gx19%2 - - - gXn
ggx1x29x3 -+ - gxXn
=g g(xixa e xp)
——

n fois

g"l_[x.

xeG

En notant A = 1_[ x, on a donc g"A = A, et donc en multipliant A droite par A7%, g" = 1.
xeG

D’apres la question précédente, un sous-groupe de cardinal n de (C*, x), qui sera forcément

commutatif car (C*, x) lest, est formé d’éléments z tels que z" = 1.

Par conséquent, il est formé de racines n®™ de l'unité.

Autrement dit, si G est un sous-groupe de (C*, x) de cardinal n, alors G c U,,.

Mais U, est lui-méme de cardinal n, et donc G = U,,.

Donc pour tout n € N*, (C*, x) posséde un unique sous-groupe de cardinal n, qui est U,,.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.9
C’est du cours, mais reprouvons-le tout de méme :
»ec € H car H est un sous-groupe, et de méme, eg € K. Donc eg € HNK.

»soient g, g» € HNK. Alors g1g» € H car H est un sous-groupe, et de méme, g1g> € K,
donc g1g> € HNK : HNK est stable par produit.

»enfin,sig € HNK,alorsg~! € H, puisque H est un sous-groupe, et de méme g ' €K,
donc g e HNK.

Et donc H N K est un sous-groupe de G.

SiI'un des deux sous-groupes est inclus dans I'autre, alors il est évident que H U K est un
sous-groupe?.

Inversement supposons que H U K soit un sous-groupe de G, et supposons que H ¢ K et
K¢ H.

Alors il existe h € H\ K et il existe k € K \ H.

Alors hk e HUK.

»Sihk € H :alors h™! € H et donc k = h™!(hk) € H, ce qui est absurde.

»Sihk € K :alors k™! € K et donc h = (hk)k™! € K, ce qui est absurde.

Dans tous les cas, on aboutit 4 une contradiction, et donc HUK sous-groupe de G implique
HcKouKcCH.

Déjﬁ, eGc = e€G ec € HK.
S~
€H €K

Soient x,y € HK. Alors il existe (h, h’) € H? et (k,k’) € K* tels que x = hk et y = h'k’.
Et alors xy = (hk)(W'k’) = hkh'k’ = hh'kk’ = hh' kk' e HK.
SN——
€H €K
Et avec les mémes notations, x ! = (hk) ' = k"'h"' = h7' k' e HK.
S~

eH eK
Donc HK est un sous-groupe de G.
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La bijectivité nous dit que
les gx, quant x parcourt G,
prennent une et une seule
fois chaque valeur dans G.

Et donc le produit des gx est
le méme que le produit des
x,x €G.

Remarquons au passage que
cette notation produit n’a de
sens que parce que le groupe
est commutatif, sans cela, on
ne saurait pas dans quel ordre
a lieu le produit.

L’associativité nous permet
de nous passer des paren-
théses.

La commutativité sert ici :
on peut permuter 'ordre de
deux facteurs.

2 Puisqu’il est égal soit 3 H
soita K.

Attention aux quantifica-
teurs : il existe un élément
dans H pas dans K, mais ce
n’est pas le cas de tous les
éléments de H (ne serait-ce
que parce que eg est dans H
et dans K).
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CORRECTION 5

Supposons que KH = HK. Prouvons qu’alors HK est un sous-groupe de G.

Il contient évidemment eg = eg - eg.

Soient x,y € HK. Alors il existe hi, hy € H et ki, ks € K tels que x = hiky et y = hoks.
Et alors Xy_1 = (hky )(hzkz)_1 = hik kz_lhgl.

Mais (kik;")h;! € KH = HK. Donc il existe h € H et k € K tels que (kik;')h;! = hk.
Et alors xy~! = hyhk = (h1h)k € HK. Donc HK est un sous-groupe de G.

Inversement, supposons que HK soit un sous-groupe de G.

Puisque K et H sont des sous-groupes de HK, KH est inclus dans HK.

Inversement, soit x € HK. Alors x™! € HK. Et donc il existe h € H et k € K tels que
x~! = hk, de sorte que x = k"'h~! € KH. Donc KH = HK.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.10

Soit x € G. Alors x = 15'x16, donc x ~ x : ~ est réflexive.
Soient (x,y) € G* tels que x ~ y. Alors il existe g € G tel que x = g~'yg. Et alors, en

Attention 2 ne pas oublier

le quantificateur existentiel
devant g, et ne pas perdre de
multipliant & gauche par g et a droite par g7, il vient y = gxg~' = (g7!) "' xg~", de sorte vue qu'il dépend des éléments
que y ~ x. Donc ~ est symétrique. xety.

Soient (x,y,z) € G tels que x ~ y et y ~ z. Alors il existe deux éléments g et h de G tels

que x = g lygety = h'zh.

Et donc x = g~ 'h~'zhg = (hg) ™! z(hg), et donc x ~ z :la relation ~ est transitive.

Un élément x € G est dans la classe d’équivalence de 1 si et seulement si il existe g € G tel

quex=g'lgg=g"'g= la.

Et donc 1 = {1G}

Supposons G abélien, et soient (x,y) € G* tels que x ~ y.

Alors il existe g € G tel que x = g"'yg = yg~'g = y.

Donc la classe d’équivalence de x est réduite 4 x : c’est un singleton.

Soient x et y deux éléments de G tels que x ~ y, et soit g € G tel que y = g~ 'xg.

Alors

— n —_ - — — -
y"=(g7'x9)" =g7'x 997 xg--g7"xg = g7'x"g = g7 169 = L.
~——
=g
SOLUTION DE L’EXERCICE 14.11

Puisque les similitudes directes sont des bijections de C dans C, nous allons prouver que G 1l a été prouvé en cours que
est un sous-groupe du groupe S(C) des bijections de C dans C. Pensemble des permutations
G contient évidemment idc : z — z. d’un ensemble est un groupe
Il est évident que la composée de deux similitudes directes est encore une similitude pour la composition.
directe, donc G est stable par produit. Et si f : z > az + b est une similitude directe, alors

flize
a
Donc G est stable par passage a I'inverse, et donc est un sous-groupe de (S(C), o).

Il ne s’agit pas d’un groupe abélien, par exemple car f : z > —zetg:z = z+ 1 ne
commutent pas :

est également une similitude directe.

fogizm— —z—-1letgof:izH —z-1.

Donc G, est I'ensemble des similitudes qui ont zy pour point fixe.
C’est bien le cas de I'identité, si f et g ont zo pour point fixe, alors g(z0) = zo © g7 (z0) = zo,
si bien que (f o g7')(z0) = f(z0) = zo et donc fog™! € Gy,.
Ainsi, G, est un sous-groupe de G.
o GZO
— zbalz—z9)+2z0
Nous savons que toute similitude directe qui posséde zy comme point fixe est de la forme
z > ret®(z — zp) + zo ot r est le rapport et  I'angle de la similitude.
Donc g est surjective, et méme bijective puisque 'écriture d’une similitude sous la forme
z + az + b est unique.
Reste donc 4 voir qu’ils s’agit d’'un morphisme de groupes.
Soient a1, az € C*. Notons fi = ¢(a1) : z = a1(z—z0)+z0 et fo = p(a2) : z = a2(z—20)+20.
Alors fi o f> est une fonction affine, qui posséde zy comme point fixe (car il est point fixe
de z1 et de z,), et qui posséde aja comme coefhicient dominant. Si vous n’étes pas convaincu,
Donc pour tout z € C, (fi o f2)(z) = a102(z — z0) + z0, Cest donc ¢(ajas). faire le calcul !

Soit alors ¢ :

Et donc f est un morphisme de groupes, c’est donc un isomorphisme de groupes.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 14.12

Si G est abélien, alors les puissances de x et de y commutent.

Donc en particulier, si n, p sont deux entiers strictement positifs tels que x” = y? = eg,
alors (xy)™ = x"Py"? = (x") (y")" = eg.

Et donc xy est d’ordre fini.

Le résultat n’est plus vrai si G n’est pas abélien. Par exemple, dans le groupe des similitudes
directes du plan’, une rotation d’angle r est d’ordre fini, puisqu’élevée au carré, elle est
égale a I'identité.

En revanche, la composée de deux rotations d’angle 7, de centre distincts est une translation
de vecteur non nul.

En effet, si & # S sont deux complexes, si f : z > —z+aetg:z+— —z+ f sont deux
rotations d’angle r, alors go f 1z z + (f — a).

Or, une translation 7 de vecteur non nul i n’est jamais d’ordre fini puisque pour tout
n € N*, " est* la translation de vecteur nii # 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.13
Soient (g, h) € G. Alors
14(9)ta(h) = aga”'aha™' = agha ' = 1,(h).
Donc 7, est un morphisme de G dans lui-méme.
Pour montrer la bijectivité , il y a deux options :
»soit prouver injectivité et surjectivité
»soit exhiber la bijection réciproque si on la voit.

Ici, la seconde option est de loin la plus facile, puisque pour tout g € G,

(tg107a)(9) = a 'ta(g)a = a 'aga”'a = g = idG(g).

Et de méme, 7, o 7,-1 = id, donc 7,1 est la bijection réciproque de 7.

Prouvons tout de méme injectivité et surjectivité.
Pour I'injectivité, soit g € Ker z,.

Alorsaga™! =e © ag=ea & g=e.

Donc 7, est injectif.

Soit A présent y € G. Alors y = a(a™'ya)a™! = 7, (a 'ya), et donc 7, est surjectif.
On en déduit donc que 7, est bijectif.
Nous venons de prouver que les 7, sont des éléments de S(G), car bijectifs.
Onar, = idg € 6(G).
Et pour (a,b) € G*etg € G, ona
_ _ _ -1

(Ta ) Tbl) (9) = (rg01-1)(9) = 74 (b 1gb) =ab 1g (ab 1) (9).
Et donc 7, 0 71 = 7,1 € 6(G).
Ainsi, ‘6(G) est bien un sous-groupe de (S(G), o).
Le calcul réalisé a l'instant prouve que pour (a,b) € G?, 7, 0 7, = 74p, SOit encore que
@(ab) = ¢(a) o p(b), et donc ¢ est un morphisme de groupes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.14

Soit H; un sous-groupe de Gy, et soient y1,y> € f(H;). Alors il existe deux éléments
x1,x2 € Hy tels que y1 = f(x1) et yo = f(x2).

Etalorsyiy,!' = f(x1)f(x2)™" = f(x1x;1). Puisque Hy est un sous-groupe de Gy, x1x;' € H;
et donc yyy;' € f(Hy), de sorte que f(Hy) est un sous-groupe de Go.

Soit H, un sous-groupe de G, et soient x1, x> € f~1(H>).

Alors f(xl) € H> et f(xz) € H>.

Donc f(xix;') = f(x1)f(x2)"! € Hy, de sorte que x;x,' € f~(H).

Donc f~1(H,) est un sous-groupe de Go.

En particulier, Ker f = f~! ({eg, }), et {eG, } est un sous-groupe de G, donc Ker f est un
sous-groupe de Gj.
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3 Voir l'exercice précédent.

4 Passer par les complexes si
vous avez besoin de vous en
convaincre.

— Méthode
Pour prouver l'injectivité
d’un morphisme, il suffit de
prouver que son noyau est
réduit A 'élément neutre.
Et puisqu’on a toujours
{ec} C Ker g, il sutht de
prouver linclusion réci-
proque, Cest 2 dire

x eKerp = x =eg.

Notons que nous venons de
trouver I'unique antécédent
de y, et donc la bijection
réciproque de 7,.
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CORRECTION 7

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.15

Soit ¢ : Z — Z un morphisme de groupes. Alors ¢(0) = 0.

Notons k = p(1). Alors ¢(2) = o(1 + 1) = ¢(1) + o(1) = k + k = 2k.

Puis (3) = p(2 + 1) = ¢(2) + (1) = 2k + k = 3k.

Une récurrence facile prouve alors que pour tout n € N, ¢(n) = nk.

Et pour n € Z négatif, ¢(n) = —p(—n), ot —n € N et donc ¢(n) = —(—nk) = nk.
Inversement, il est facile de constater que pour k € Z fixé, ¢ : n +— nk est bien un
morphisme de (Z, +) dans lui-méme car

Y(p.q) € Z%, ¢(p + q) = (p + @k = pk + gk = p(p) + ¢(q).

Donc les morphismes de (Z, +) dans lui-méme sont les n - kn, k € Z.

Soit 4 présent ¢ : Q — Z un morphisme. Soit alors r € Q non nul, et soit n € N.

Alors (r):(p(£+£+-~+£) =<p(£)+~~+go(£) :n(p(z).
¢ non n n n n

Or, ¢(r), ¢ (Z) et n sont tous des entiers, donc n divise ¢(r), et ce quel que soit n € N.

Le seul entier étant divisible par tous les autres est 0, et donc ¢(r) = 0 pour tout r € Q : ¢

est le morphisme nul.

Soit a € A. Puisque A est stable par *, pour tout n € N*, a" € A. On ne sait pas encore si

1 |

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.16 { A\ Attention !
. ’ . . . A . . . . . U

MalS A étant ﬁnl, ces pu1ssances ne sauraient etre toutes dlStlnCteS . 11 existe deux entiers

a’ = eg est dans A.
distincts n et p tels que a” = a.
Quitte 4 échanger n et p, supposons que p > n. Alors a” = a? & a?™" = eg.
Donc déja, e € Acar p—n € N*.
De plus, a * ab~"1 = ¢4, de sorte que ab~n=1 = g1,
Or,p-n—13>0,donca! € A
Ainsi, nous avons prouvé que A contient I'élément neutre, et est stable par passage a
I'inverse :sia € A, alors a™! € A.
Puisque A est de plus stable par =, il sagit d'un sous-groupe de G.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.17
1l est clair que 1 € Z[V2] car 1 = 1 + 0V2. Soient (x,y) € Z[V2]>. Alors il existe quatre
entiers a, b, c, d tels quex =a+ bV2 et y=c+ V2. )
Etdoncx—y = a—c+(b-d)V2e Z[V2]. — Méthode

S~ —— Pour montrer qu’un en-
semble est muni d’une struc-
De méme, Xy =ac+ 2bd + (ad + bc) \/E € Z[\/E] ture d’anneau, toujours com-

— mencer par se demander s’il

ne pourrait pas ’agir d’un

eZ eZ

eZ eZ

Donc Z[V2] est un sous-anneau de (R, +, X), et en particulier est un anneau. 4 souscanneau d’'un ensemble
déja connu.
Les mémes types de calculs, en remplagant Z par Q prouvent que Q(V2) est un anneau. En effet, il y a bien moins

de propriétés a prouver pour
. . . un sous-anneau que pOLlI' un
Alors il existe deux rationnels a et b tels que x = a + bV2. anneat.

De plus, soit x un élément non nul de Q(V2).

Et alors inverse® de x

1 1 a-bV2 a b
—_—= = — _ 2 2 .
X g4+bV2 a®-202 a>-202 a?- Zbg‘/_ € Q(V2)

> Dans le corps R.

Et donc tout élément non nul est inversible : Q(V2) est bien un corps.
SOLUTION DE L’EXERCICE 14.18
Rappelons que D = {%, (n,k) e Z x N}.
Nous allons prouver qu’il s’agit d’un sous-anneau de Q.
Onal-= L € D.
100

Soient x,y deux nombre décimaux. Alors il existe des (ki,k2) € Z? et (ny,n2) € N? tels

ki ko
quex = 7o ety = o Be alors
k k 10"k — 10"k
x—y 1 Z _ ! 2 eD.

~ Jom  10m 10m+n2
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Donc il s’agit d’un sous-anneau de Q.

Et de méme, xy =

1
Il ne s’agit pas d’'un corps, car bien que 3 € D, 3 n’est pas décimal, puisque les diviseurs

premiers du dénominateur d’un nombre décimal ne peuvent qu’étre 2 et/ou 5.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.19

Ici, pas question de prouver qu’il s’agit d’'un sous-anneau de quelque chose déja connu, il
va donc tout falloir reprouver.

Avec tout de méme une bonne nouvelle : il a déja été prouvé en cours que (A X B, ®) est

un groupe®, abélien car A et B le sont. © Cest celui que nous avons
Il reste donc A prouver que ® est associative, qu’elle posséde un élément neutre (qui est appelé produit direct de A et
B.

(14, 1p)), et qu’elle est distributive par rapport a &.
Prouvons juste ce dernier point, en traitant par exemple le cas de la distributivité & gauche :
soient (x4, xB), (Ya, ys) et (za, zp) trois éléments de A x B. Alors

(x4, xB) ® (ya, yB) ® (24, 2B)) = (xa,xB) ® (ya +4 24, YB +B 2B))
= (x4 X4 (ya +4 za), xB X (Y +B 2B))

= (XA XA YA +A4 XA X4 24, XB XB YB +B XB XB ZB) xa est ditributive par rapport
A +4, et idem dans B.
= (x4 X4 YA, XB XB YB) ® (X4 XA Z4,XB XB ZB)

= ((xa,ya) ® (xB,YB)) ® ((x4,y4) ® (z4,2B)) .

On prouverait de méme la distributivité 2 droite.

Bref, A X B est un anneau, et il est facile de constater qu’il est commutatif si A et B le sont,
et méme qu’il s’agit 13 d’'une condition nécessaire et sufhisante.

En revanche, méme si A et B sont intégres, dés que A et B sont non nuls, on a A x B qui
n’est pas integre.

En effet, pour a € A\ {01} et b € B\ {08}, (a,0p) ® (04,b) = (04, 0p), sans qu’aucun des
deux facteurs ne soit nul.

Enfin, si A est nul, alors tout élément de A x B est de la forme (04, b), avec b € B.

Donc si B est intégre, alors (04,b1) ® (04,52) = (04,08) © bi1by = 0p & by = 0p ou by =
0g.

Donc A x B est intégre.

En revanche, si B n’est pas intégre, et que a, b sont deux diviseurs de zéro tels que ab = 0,
alors (04,a) ® (04, b) = (04, 0p), et donc (04, a) est un diviseur de zéro dans Ax B, qui n’est
donc pas intégre.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.20

Non, car la suite constante égale a 1 n’est pas dedans.

Non, car Popposée d’une suite strictement croissante n’est plus croissante.
Oui.

Non : la suite nulle n’est pas divergente.

Oui :la suite constante égale 3 1 est bornée, et la différence et le produit de suites bornées
sont bornées.

Non : I'opposé d’une suite qui tend vers +oo tend vers —co.

Oui : la suite constante égale a 1 est stationnaire’. Puisque constante.

Si (un) et (v,) sont stationnaires, alors il existe ng € N et ny € N tels que n > no = up, = up,
etn = ny = Uy = Up,.

Mais alors pour n > max(ng, n1), ON a Uy —Vy = Up, — Uy, , €L donc (uy, —v,) est stationnaire.
De méme, pour n > max(no, n1), UnUp = Up,Vp,.

Donc on a bien un sous-anneau de RN,

Non, la suite constante égale 4 1 n’est pas dedans.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.21

Supposons A integre, et soit a € A possédant une racine carrée b : a = b>.
Si ¢ est une 8racine carrée de a, on a donc ¢ = b?> & ¢® - b? = 04. $ E¢ 1a, Phypothése que A est
Soit encore®, (¢ — b)(c + b) = 04. commutatif est importante.
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CORRECTION

Puisque A est intégre, onadonce—b=040uc+b=0y4 etdoncc=">bouc=-b.
Donc a posséde au plus deux racines carrées.

Bien entendu, vous connaissez bien I'anneau intégre R : nous ne venons pas de dire que
tout élément de A posséde exactement deux racines carrées, mais bien au plus deux.

1 six<a

. est telle que f, x f, = 1, et

Pour a € R, la fonction définie par f,(x) =

donc est une racine carrée de 1.
Et donc, cette derniére posséde une infinité de racines carrées.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.22

Nous allons prouver que F (E, A) est intégre si et seulement si E est un singleton et que A
est intégre.

Si E = {x} est un singleton et que A est intégre, soient alors f,g € F(E, A) telles que
f % g =0, la fonction nulle.

Alors f(x)g(x) = 04, et donc par intégrité de A, f(x) = 04 ou g(x) = 04.

Mais alors f est la fonction nulle?, ou g est la fonction nulle. Donc % (E, A) est intégre.

En revanche, si Card(E) > 2, alors soient x, y deux éléments distincts de & (E, A). Alors les
E — A E — A

fonctions f : la sit=x etg: 14 sit=y sontnon nulles
t — ] t — ]
04 sinon 04 sinon
mais vérifient f x g = 0.
Donc (E, A) n’est pas integre.

Et si A n’est pas intégre, soient alors x,y deux diviseurs de zéro tels que xy = 04. Alors les
fonctions constantes égales respectivement  x et y ne sont pas nulles, mais leur produit
P’est, donc sont des diviseurs de zéro.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.23

Soit (A, +, X) un anneau commutatif intégre de cardinal n.

Pour prouver que A est un corps, il suffit de prouver que tout élément non nul de A admet
un inverse.

Soit donc x # 04.
—

Alors I'application f : est injective.

—

En effet, si f(y1) = f(y2), alors
xy; = xy2 © xy; —xy2 = 0 & x(y; —y2) = 04.

Mais A étant intégre, et x étant non nul, il vient nécessairement y; —y» = 04 © y1 = vp.

Or, A étant de cardinal fini, f est injective si et seulement si elle est bijective!”.

En particulier, 14 admet un antécédent par f : il existe y € A tel que xy = 14. Puisque A
est commutatif, on a alors yx = 14, et donc y est I'inverse de x.

Par conséquent, tout élément non nul de A est inversible : A est un corps.

SOLUTION DE L’EXERCICE 14.24

Soit x € A. Alors 04 = x04 € xA, qui est donc non vide.

Soient xu, xv deux éléments de xA. Alors xu — xv = x(u — v), qui est un élément de xA.
Donc déja xA est un sous-groupe de (A, +).

Siu € xA, alors il existe v € A tel que u = xv. Et alors pour y € A, yu = yxv = x(yv) € xA.
Donc xA est un idéal de A.

Il s’agit de remarquer que si I et J sont deux idéaux, alors I+ J = {x +y, (x,y) € I x J} est
encore un idéal de A.
En effet, si x + y et x” + 3’ sont deux éléments de I + J, avec (x,x’) € I? et (y,y’) € J?, alors

x+y) - +y)=(x-xV+@y-y)el+]

car I et ] sont des sous-groupes.
Etpoura e A etx+y €I+ ], onaax €I carl est un idéal et de méme ay € J, donc
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9 Qui est le neutre additif de

F(E, A).

10 Ce résultac plutdt intuitif
sera prouvé bien plus tard.
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ax+y)=ax+ayel+].
Donc I + J est un idéal de A.

Soit donc I un idéal maximal, et soit x € A\ I. Alors I + xA est un idéal de A, qui contient
I, et qui contient méme strictement I, puisqu’il contient x, qui n’est pas dans I.
Par maximalité de I, ceci signifie donc que I + xA = A.

Et inversement, supposons que pour tout x € A\ I, I + xA = A.

Soit alors J un idéal de A, différent de A, et contenant I. Supposons que J # I. Alors il
existe x € J \ I, pour lequel I + xA = A.

Mais I + xA c J, donc A c J, et donc J = A.

Ceci est absurde, et donc c’est que J = I, ce qui prouve que I est maximal.

Soit I un idéal maximal, et soient (a, b) € A? tels que ab € I. Supposons que a ¢ I.

Alors I + aA = A par la question précédente.

Et donc en particulier, 1 € A, et donc il existe x € I et y € A tels que x + ay = 1. Aprés

multiplication par b, on a donc bx + bay = b.

Mais x € I, donc bx € I, par définition d’un idéal. Et ab € I, donc yab € I.

Et, donc par stabilité de I pour la somme!l, b = bx + aby € L. " Rappelons que cest un
On prouve de la méme maniére que siab € I etb ¢ I, alorsa € I. sous-groupe de (A, +).
Et donc I est bien un idéal premier de A.

Supposons que A soit un corps, et soit I un idéal de A.
SiI = {0}, alors I est premier car A est intégre :ab=0=a=0o0ub=0.

En revanche, si I # {0}, alors il existe x € I non nul. Nous venons au passage
Etdonc 1 = xx~! € I. Et donc pour touta € A, aX 1 =a € 1. Btainsi, I = A. de prouver qu'un idéal qui
Or, il est évident que A est premier. contient 1 est nécessairement

A tout entier.

Inversement, supposons que tout idéal de A soit premier.

Puisque {0} est un idéal, il est premier, et donc A est intégre.

Soit a € A. Alors I'idéal a2A est alors soit égal 4 A tout entier, soit premier.

Dans le premier cas, cela signifie qu’il existe b € A tel que ab = 1, et donc a est inversible.
Dans le second cas, puisque a> € I, a € I (ou a € I). Et donc il existe b € I tel que
a?b=aoalab-1)=0.

Puisque A est intégre, si a # 0, alors ab = 1, et donc a est inversible.

Par conséquent, tout élément non nul de A est inversible : A est un corps.
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