TD 13 : CALCUL MATRICIEL

En Pabsence de précisions, la lettre K désigne indifféremment R ou C.

» Somme, produit de matrices

EXERCICE 13.1 Si vous découvrez le produit matriciel
On considére les matrices suivantes :

1 -2 3 2 0 2 1 1 1 2 3
A=|12 0 -4|,B=10 1 =-3],C=]0 4,D=(4 5 6)'
1 1 2 -1 3 1 2 5

Calculer les produits AB, AC, BC, DA, CD et DC.

Exercice 13.2 Montrer que la somme et le produit de deux matrices nilpotentes de /#,(K), qui commutent, est
encore nilpotente.

Exercice 13.3 Multiplication par une matrice élémentaire
Soit n € N*. On rappelle que pour (i, j) € [1,n]* on note E; ; la matrice de ./, (K) dont tous les coefficients sont nuls,
Iexception de celui de la i¥™ ligne et j*™ colonne qui vaut 1.

1. Soit A = (ai,j)1<i,j<n € Mn(K). Pour tout (i, ], k, £) € [1, n]*, calculer [AE; ]k ¢ et [Ei jAlk,¢-
Comment décrivez-vous en termes simples les matrices AE; ; et E; jA ?

2. En déduire la matrice E; ;Ex ¢. On pourra étre amenés a distinguer plusieurs cas.

Exercice 13.4 Matrices stochastiques
Une matrice A = (a;j)1<i,j<n € Mn(R) est dite stochastique si :

> Vi) € Tl 0y > 0 > VielLal Yay =1
b ’ L] = .

=

1. On note V le vecteur colonne de /4, 1(R) dont tous les coefhicients valent 1. Montrer qu’une matrice A € A ,(R) 2
coeflicients positifs est stochastique si et seulement si AV = V.

. . . 1 .
2. Montrer que si A et B sont deux matrices stochastiques, alors E(A + B) et AB le sont aussi.

EXERcICE 13.5

1. Soit D € M ,(K) une matrice diagonale dont les coefhcients diagonaux sont deux 4 deux distincts. Montrer qu’une
matrice A € /M ,(K) commute avec D si et seulement si elle est diagonale.

2. Déterminer {M € J,(K) | YA € Jl,(K), AM = MA}, lensemble des matrices de . ,(K) qui commutent 4 toutes
les autres matrices (ensemble appelé le centre de A ,(K)).

Exercice 13.6 Nilpotence des matrices triangulaires strictes
Soit n € N*. Pour k > 0, on note 7,*(K) I'ensemble des matrices A = (a; ;) € M ,(K) telles que

V(i,j) € [1,n]?, i+k>j=a;; = 0.

1. Montrer que pour k, € > 0, si A € T,*(K) et B € 7, (K), alors AB € 7" ,(K).

2. En déduire qu'une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure), a coefhicients diagonaux nuls est nilpotente,
d’indice de nilpotence inférieur ou égal a n.

» Puissances de matrices

Exercice 13.7 Calculer les puissances des matrices suivantes :

1 (cos 6 -—sin0 5 0 1 3 1 3 0 1 1
“\sinf cos0 12 0 3 3 4 1 0
0 3 4,

ExEercice 13.8 Soit J la matrice de 4 ,(K) dont tous les coefficients valent 1.
1. Calculer J. En déduire J¥, pour tout k € N.
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2. En déduire (J + AL,), pour 1 € K et k € N.

5 2 2
3. Calculer les puissancesde A=| 2 5 2|
2 2 5

2cos(d) -1
1 0
1. Montrer que A% =2cos()A- 1.

2. En déduire qu’il existe deux suites (a,) et (by) telles que ¥Yn € N, A" = a, A + byl.
Donner I’expression de a,+1 et de b,.1 en fonction de a, et by,.

ExEercice 13.9 Soit A= ( ), avec 0 €]0, x[.

3. Montrer que (ay) est linéaire récurrente d’ordre 2, déterminer son terme général et en déduire I'expression de A™.

» Trace, transposée

Exercice 13.10 Soient A, B € 4 ,(R) deux matrices symétriques. Montrer que AB est symétrique si et seulement si A
et B commutent.

Exercice 13.11 Soit A € M ,(R). Montrer que tr (“AA) = 0 si et seulement si A = 0,,.
Exercice 13.12 Montrer qu’il n’existe pas de couple (A, B) € #,(K)? tel que AB— BA = I,.

Exercice 13.13 Soient A, B € J,(K) telles que pour tout M € M ,(K), tr(AM) = tr(BM). Montrer que A et B sont
égales.

Exercice 13.14 Montrer par analyse-synthése que toute matrice de /(,(K) s’écrit de maniére unique comme la
somme d’une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique.

» Inverse d’une matrice carrée

Exercice 13.15 Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles, et le cas échéant, calculer leur inverse :

A_(1+i i ) 1 -1 0 0 -1 1 1 -1 -2 2
Sl B:(O 1 4) c:(z -3 4) po |-t -1 0 2
-1 0 -3 1 -1 2 0 2 2 -4

o 1 1 =2

Exercice 13.16 Inversibilité a I'aide d’un polynéme annulateur
Soit A € M ,(K). Onsuppose qu’il existe des scalaires Ao, A1, - - - , Ap, avec AgA, # O tels que AL, +A1 A+A2A%+ - +2,AP = 0,,.
Montrer que A est inversible, et exprimer son inverse en fonction des AF0<k<p-1.

Exercice 13.17 Inverse d’'une matrice diagonale par blocs
Soit A € GL,(K), C € GL,(K) et B € /i, ,(K).

A B
Opn C

Montrer que la matrice par blocs ( ) € Mn+p(K) est inversible, et déterminer son inverse.

ExEercice 13.18

p-1
1. Montrer quesiA, B € /,(K) sont deux matrices qui commutent, alors pour toutp € N, AP — B? = (A - B) (Z Ak pP 1k).
k=0

2. En déduire que si N est nilpotente, alors I, + N est inversible, et donner son inverse.

Exercice 13.19 Soient A, B € M ,(R) deux matrices symétriques.
1. Montrer que tr(A%) > 0.

2. En étudiant la fonction A — tr ((/IA + B)Z), prouver que tr (AB)? < tr (A%) tr (B?).

ExErcice 13.20 Oral Centrale 2014
Soit A, B € M ,,(C) deux matrices qui commutent, avec B nilpotente. Montrer que A est inversible si et seulement si A + B
est inversible.
ExEercice 13.21 Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui calculer leur inverse
1. A= (min(i, j))1<i,j<n € Mn(R)
2. B= (Fi+j)1<i,j<n (S J%,I(R) ol Fo = O, F = letVne N, Fn+2 = Fn+1 + Fn.
Exercice 13.22 Théoréme d’Hadamard sur les matrices 2 diagonale dominante
X1
Soit A = (a;;) € Mn(R) telle que Vi € [1,n],]a; ;| > Zlai,jl. Soit X =| 1| € Mp1(R) tel que AX = 0,1, et soit
ﬁ:i Xn
io € [1,n] tel que |x;,| = max; |x;|. Montrer que x;, = 0, et en déduire que A est inversible.
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CORRECTION 1

CORRECTION DES EXERCICES DU ID 13

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.2

Soient A et B deux matrices de . ,(K) qui commutent, d’indices de nilpotence respectifs p
et q.

Alors (AB)? = APB? = 0. Donc AB est nilpotente, et son indice de nilpotence est inférieur
ou égal 4 p. On montrerait de méme qu’il est inférieur ou égal A g, et donc inférieur ou
égal 3 min(p, q).

Puisque A et B commutent, par la formule du binéme, on a, pour tout n € N

n _ N N\ sk pn-k

(A+B)" = Z(k)A Bk,
k=0

En particulier, pour n = p + g, il vient

p+q

(A + B)P*‘I — Z (p + q)AkBp+qk
k=0 k
Pl ptq
= Z (P + q)Ak BPrak Z (P + Q) Ak ppra-k Sik<p-1, alorspzq—k >q,
k=0 k 0 k=p k -0 de sorte que BPta-k =,
=0.

Donc A + B est nilpotente, et son indice de nilpotence est supérieur ou égal a p + q.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.3

Le résultat se comprend bien en «dessinant» les matrices : les colonnes de E; ; sont toutes
nulles 4 Pexception de la jeme.

s , . Faire le produit «avec les
Donc déja, toutes les colonnes de AE; ; sont nulles, sauf éventuellement la jeme. P

deux mains» pour com-

Et alors les coefficients qui se trouvent dans cette j*™ colonne sont ceux de la ™ colonne prendre pourquoi ce sont
de A. bien les coefhicients de la
i*me colonne de A qui appa-
J raissent. C’est lié au fait que
l le 1 de la j*™ colonne de E; ;
0 0 0 est sur la i*™ ligne.
0
i— 0 1 .0
0
0 ... 0 .0
ayq... ajj... ai,n 0 .ayi... 0
ax1... az;... azp 0 .ayi... 0
ap1.-. Qni--- Ann 0 ...api-.. 0

Plus formellement : pour tout (k,¢) € [1,n]?,

n

[AE; jlk,c = Z akp[Eijl, .-
p=1

Ce coefficient est nul si £ # j, car tous les [E; ;| , sont nuls.

Et pour € = j, alors tous les [E ;],, ¢ sont nuls sauf lorsque p = i, et donc il ne reste que le
terme correspondant 3 p = i dans la somme ci-dessus, si bien que [AE; ]k ; = ax.;.
Et donc toutes les colonne de AE; ; sont nulles, sauf la jom¢, égale a la ™ colonne de A.

n
Sur le méme principe, on a [E; ;A|, , = Z [Ei’j]kp ap, ¢, qui vaut O si k # i.
p=1
Et pour k=i, [Ei,jA]i ¢ = aj,¢-
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TD 13

Donc toutes les lignes de E; ;A sont nulles, & lexception de la i¥me qui est la j*™ ligne de A.

Alternative : souvenons-nous que [E; ;] ¢ = 6i »0j,q-
On a donc, pour (p, q) € [1,n]?,
< < 0 sij#q
[AEi;], = ) [AlpklEijlkqg = ) [Alpk6ikdg = )

P.q kZ:; 1 ; l [Alp: sij=gq
Donc seule la j*™ colonne de AE;; est nulle, et son coefhcient de la p*™ ligne est le
coefficient (p, i) de A.
On retrouve bien le fait que la j*™ colonne de AE; ; soit la i*™ colonne de A.
On procéde de méme pour E; ;A.
On a donc E; jEi ¢ qui est nulle, 4 I'exception de la i¥me qui est la j*me de Ej ..
Celle-ci est nulle si j # k, et sinon c’est la ligne dont tous les coefhicients sont nuls, 2
I'exception de celui de la £#™ colonne qui vaut 1.
1 sij=k

est le symbole de Kronecker.

En résumé, Ei’jEk,[ = (Sj’kEi’g, ou 5j,k = .
0 sinon

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.4
Soit A € M ,(R) une matrice a coeflicients positifs.

Alors, on a
n
2.0
Jj=1
ai, a2 ... Qain 1 ai,g +ayp+ -+ an n
a1 a2 ... Qan 1 a1 +axp+---+dayy az, j
AV = . . . = . =1|j=1
n1 An2 ... apn) \1 pn 1+ apn2+ - +ann .
an,j

n
Et donc AV = V si et seulement si pour tout i € [1,n], Z aij = 1.

im1
Par conséquent, A est stochastique si et seulement si AV = V.
Alternative : si vous n’étes pas convaincus par les produits avec des pointillés!, il est
également possible, mais plus fastidieux, d’utiliser «proprement» la formule du produit
matriciel : pour tout i € [1,n],

n n

(AV)i1 = Z aijVj1 = Z aj,j-

Jj=1 Jj=1

n
Et donc AV = V si et seulement si pour tout i € [1,n], (AV);1 = Vi1 © Z aij=1.
=1

1
Il est clair que si A et B sont stochastiques, alors E(A + B) est a coeflicients positifs.
1 1 1
Et alors §(A+ B)V = E(AV +BV) = E(V +V)=V.

1
Donc E(A + B) est stochastique.

De méme, les coefficients de AB sont tous positifs, puisque, pour (i, j) € [1,n]?, on a

n

(AB)i,j = Z ai’k bk,j ? 0

=S 50

Et alors ABV = A(BV) = AV =V, donc AB est stochastique.

Alternative : sion ne pense pas 3 utiliser la question 1, on peut tout de méme s’en sortir :

pour tout i € [[1,n],

n n n n n n n n
DBl = D D aikbis = D D aikbis = ) aik ) by = ) aik =1
=1 k=1 j=1 k=1 j=1

J=1 k=1 j= k=1
————
=1
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CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.5

Notons D = Diag(41,42,...,4,). Alors, pour toute matrice A = (a; j)1<i,j<n € Mn(K), et
pour tout (i, ) € [[1, n]?, ona

S

[AD];j = )  aik[Dlk; = aijd;.
k=1

n

Et dautre part, [DA];; = Z[D]i,kak,j = Aiai ).
k=1

Donc si AD = DA, pour tout (l,_]) S [[1, I’l]]z, /1,'61,"]' = )tjai,j (=4 (Al - Aj)ai,j =0.
Sii# j, puisque A; # 4;, on a donc a; ; = 0.
Autrement dit, les coefficients hors diagonale de A sont nuls : A est une matrice diagonale.
Inversement, deux matrices diagonales commutant toujours entre elles, si A est diagonale,
alors elle commute avec D.
Donc A commute a D si et seulement si elle est diagonale.

Nous savons que I, commute a toute matrice, et plus généralement que pour tout A € K,
AL, commute 2 toute matrice.
Nous allons prouver que seules les matrices scalaires commutent  toutes les matrices.

Soit donc M une matrice du centre de 4 ,(K), c’est-a-dire commutant A toute matrice
carrée.

Par la question 1, nous savons déja que M est diagonale, puisqu’elle doit en particulier
commuter a Diag(1,2,3,---,n).

A I'aide du méme calcul que dans la question 1, on a donc, pour toute matrice A € 4 ,(K)
et pour tout (i, ) € [1,n]?,

[AM];,; = [MA];; & [Al];;[M]),; = [M]i,:[Al;,;.

En particulier, ceci est vrai si A € M ,(K) est la matrice dont tous les coefhcients valent 1.
Et alors on obtient, pour tout (i, j) € [1,n]%, [M];; = [M];; : tous les coeficients diago-
naux de A sont égaux.

Et donc il existe A € K tel que M = AL,.

Ainsi, le centre de 4, (K) est exactement {AI,, A € K}, ensemble des matrices scalaires.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.6
Soit donc A = (a;,j)1<i,j<n € T (K) et B = (bi j)1<i,j<n € T, (K).

n
Alors pour tout (i, j) € [1,n]?, [AB];; = Z aipbp, ;.
p=1
Supposons que i + k + ¢ > j. Alors

i+k—1 n

n
aip bpj+ Z aipbp,j = Z ai,pbp, ;-
—VO p=i+k p=i+k

[AB];; =
p=1

Mais puisque j— € <i+k,pourp>i+k,p>j—€ & p+{>j etdoncb,;=0.
Donc [AB]i,j =0.
Ainsi, ¥(i, /) € [1,n], i + k+ ¢ > j = [AB];; =0, et donc AB € 7", ,(K).

Supposons que A soit triangulaire supérieure. Alors elle est dans 7;H(K).

Si de plus sa diagonale est nulle, alors elle est dans 7;*(K).

En effet, pour i+ 1> j onasoiti > j, et alors [A];; = 0 car Aest triangulaire supérieure,
soit i = j, et alors [A]; j = [A];,; = O car les coefhicients diagonaux de A sont nuls.

Par ce qui précéde, on a donc A2=AAe T,5(K).

Puis A* = A’A € ;1 (K) = T3+ (K).

Une récurrence facile prouve alors que A" € 7,/(K).

Mais alors pour tout (i,j) € [1,n]% i+n > n+1 > j, et donc [A"];; = 0, de sorte que
A" =0,.

Donc A est bien nilpotente, et son indice de nilpotence est inférieur ou égal a n.
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Les coefhicients de la jéme
colonne de D sont tous nuls,
a Pexception du coefhicient
diagonal (d’indice (j, j), qui

vaut A;).

L’indice de nilpotence est le
plus petit entier k tel que

k _
A~ =0,.
Donc si on dispose d’une
puissance de A qui est nulle,
cette puissance est nécessai-
rement inférieure ou égale 2
Iindice de nilpotence.
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4 TD 13

Dans le cas ot A est triangulaire inférieure, alors ‘A est triangulaire supérieure, a diagonale
nulle, et donc (*A)" = 0.
Or (*A)" = Y(A") = 0,, donc de méme, A" = 0,, et donc A est nilpotente, d’indice de

nilpotence inférieur ou égal a n.
NOUS PrOUVerOnS plLlS tard

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.7 qu'une matrice nilpotente de
Par commodité, nous noterons a chaque fois A la matrice dont on cherche 2 calculer les Mn(K) 2 nécessairement un
: indice de nilpotence inférieur
puissances. o1
ou égal  n.

1. Le calcul des premiéres puissances de A prouve que

> _ [cos(20) —sin(26) 2 = cos(36) —sin(30)
“ | sin(20)  cos(20) eran = sin(30)  cos(30) |-

Une récurrence facile prouve alors que pour tout n € N,

n _ [cos(nf) —sin(nd)
~ \sin(nf)  cos(nf) |-

2 0
2 _ _
2. OnaA —(O 2)—212.
Dés lors, il est évident que pour tout n € N, A>" = (Az)n =2"],.
Et A2m+1 = A%"A = 27 A,

0 1 3
3. NotonsD=3LetT = ( 0 0 4).
0 0 O
Alors A= D + T, et D et T commutent puisqu’une matrice scalaire commute toujours a
toute matrice.

0O 0 4
OnaalorsT2=[0 0 O0fetT?®=0.
0 0 O

Donc par la formule du bindme de Newton, il vient, pour n > 2,

AP = znl (Z)Tan—k

k=0

2
(Z)Tk 3n—k
k=0

_1
=3 430 T 4 %3"—2#

( 3n 3771y 3" 4 2n(n - 1)3"72

0 3" n3"
0 0 3"

4. Nous supposons ici que n est la taille de la matrice A. On a alors

n-1 0 ... 0

0 1 ... 1

A = . .

0 1 1
0 n-1 ... n-1
n-1 0 0

Puis A3 = . . . =(n-1A.

n-—1 0 0

Il vient ensuite A* = (n — 1)A2, puis A =(n—-1A> = (n-1)34, etc.
Une récurrence prouve alors que pour tout k € N,

(n— 1)k 0 0
A (1) A = 9 (n—'l)k_l (n—'l)k_1
6 (n- '1)"_1 .o (n- '1)"‘1
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CORRECTION 5

et
0 (n-DF ... (n=-1F
(n— 1)k 0 0
A2k+1:(n_1)kA: . .
(n— 1)k 0 0
SOLUTION DE L’EXERCICE 13.8
1 1 1\N/1 1 1 n n n
1 1 1 1 1 n n n
J= =1 =nJ
11 ... 1/J\1 1 ... 1 nn ... n

On en déduit que J* = J2J = nJ? = n?], puis J* = J°] = n?J? = n’], et une récurrence
facile prouve que pour tout k € N, J& = n*=1].

Si A = 0, nous venons de répondre.

Supposons donc A # 0.

Puisque I, commute 2 toute matrice, elle commute en particulier avec J et donc la formule
du bindme de Newton s’applique :

k
U+ =" (';)J"Ak—"fn

e

I |
+
/—\

i

1

— - ( 1/1k 1)]
n

i=

= 1 ((n + A)k ) On a reconnu un bindéme

n auquel manque un terme.
5/2 1
Ici,onaA=21 5/2 1 | donconprendn =3, et A= 3/2. Et donc pour tout
1 1 5/2

k €N,

k k k
3 1 3 3 1
k _ »k _ 2k k k
Ak =2 ((5) 13+3<(3+§) —(5) )])_3 13+5(9 -35)J
2_3k—1+3.9k—1 3,9k—1_3k—1 3,9k—1_3k—1

— 3. 9k—1 _ 3k—1 2. 3k—1 +3- 9k—1 3. 9k—1 _ 3k—1
3. 9k71 _ 3k71 3. 9k71 _ 3k71 2. 3k71 +3- 9k71

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.9

» _ [4cos’(0)—1 —2cos(0)
OnaA” = ( 2 cos(0) -1

Pour n=0,n=1,n = 2, la propriété est évidemment vérifiée, avec

)=2c059A—12.

ap=0,bp =1,a1 =1,b; =0 etar = 2cos(f), b, = —1.
Par récurrence sur n : supposons que A" = a,A + bpl>. Alors
A = AMA = (anA+b,])A = an A2 +b,A = ay(2 cos 0A—DL)—b, A = (2a, cos(6)+b,)A—anb.
Et donc apy1 = 2cos(8)ay, + by, et by = —ay,.
On a donc, pour n > 1, a1 = 2cos(0)a, — an-1.
La suite (ay) est donc récurrente linéaire d’ordre 2, et son équation caractéristique est

r2 —2cos(0)r + 1 = 0, de discriminant A)4 cos?(9) — 4 = —4sin> 6 < 0.
Donc l’équation posséde deux racines complexes conjuguées, qui sont

2cosf +2isinf 4 — _is
n=————- ———=¢e " ¢etrn=r=e¢
2
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Donc il existe deux réels A et  tels que

¥n € N, a, = Acos(n) + psin(nd).

Or,ap=A=0eta; = pusin(@) = 1. Donc a, = %
si
On en déduit que
A = 2a,c080 +b, —an\ (ans1 —an\ 1 ([sin((n+1)0) —sin(nf)
- an b ] \an  bn) sing\ sin(md)  —sin((n-1)0)

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.10
On a “(AB) = 'B'A = BA, qui est donc égale 4 AB i et seulement si A et B commutent.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.11
Il est évident que si A est la matrice nulle, alors tr (‘AA) = 0.
Drautre part, pour A € A ,(R), on a

tr(*AA) = Z Z Z [*A], ; [A];.s

i=1 i=1 j=1

- _ 2
ZZMJ =),

i=1 j= 1<i,j<n

Et donc tr (“AA) = 0 si et seulement si Z a;; =0.

1<i, j<n
Mais une somme de nombres positifs est nulle si et seulement si chacun de ces nombres est
nul, donc tr (*AA) = 0 si et seulement si V(i, j) € [1,n]?, a;; = 0.

Soit si et seulement si A est la matrice nulle.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.12
Quelles que soient les matrices A, B € 4 ,(K), on a

tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = tr(AB) — tr(AB) = 0 # n = tr(I,).
Donc on ne peut avoir AB — BA = I,.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.13

Il s’agit, une fois de plus, d’utiliser les matrices élémentaires.

Soient donc (i, j) € [1,n]. Alors toutes les colonnes de AE; ; sont nulles, a I'exception de
la jéme, Et le coefhicient diagonal de cette j*m¢ colonne est

n
1= ZAj,k [Eijli ;= ay.i-
k=1

Et par conséquent, tr (AE; ;) = aj,;.

De méme, on a tr (BE; ;) = bj ;.

Ces deux traces étant égales par hypothése, on a donc, pour tout (i, ) € [1,n]% a;; = bj ;,
et donc A = B.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.14
Soit M € M ,,(K).
Supposons qu’il (S, A) € Fn(K) x o, (K) telles que M = S + A.
Alors M =!S+'A=S5-A.
+IM M-'M
etA= >
Donc si deux telles matrices S et A existent, elles sont uniques, et nous venons de trouver
leur expression en fonction de M.

Il vient donc S =

. , 1 M+tM M-tM
Passons a présent a ’existence, et posons S = > etA= R
'M+M
Alors £S = — = S, donc S est symétrique.
De méme, ‘A = —A, donc A est antisymétrique.
MP2I Lvycie CaampoLLION 2021-2022

Le méme résultat reste va-
lable si on remplace I, par
n’importe quelle matrice de
trace non nulle.

2 Car les colonnes correspon-
dantes de E; ; le sont.

Méthode

La définition de symétri-
que/antisymétrique fait appa-
raitre des transposées. Il est
donc naturel de chercher a
exploiter ces transposées, et
donc de considérer ¥ M.

M. VIENNEY




CORRECTION 7

M+'M M-'M
EtS+A= > + 5 =M.

Donc il existe bien au moins une maniére d’écrire M comme somme d’une matrice
symétrique et d’une matrice antisymétrique.
Et donc toute matrice de J,(K) s’écrit de maniére unique comme somme d’une matrice
symétrique et d’une matrice antisymétrique.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.15

Uetilisons le déterminant :detA=1+i—i2=2+1i# 0, donc A est inversible.

1 .
Son inverse est alors A~ = ( 1 ! )

24i\—-i 1+

I est possible de procéder avec n’importe laquelle des deux méthodes vues dans le cours :
la résolution de systeme ou des opérations élémentaires sur les lignes de B.

3 23 4
On trouve dans les deux cas que B est inversible et B! = | -4 =3 —4/|.
1 1 1
-2 1 -1
De méme, C est inversibleetC™'=[{ 0 -1 2
1 -1 2

Plutdt que de se lancer dans des calculs, remarquons que les deux derniéres lignes de D
sont proportionnelles : L3 = 2Ly.
Et donc la famille des lignes de D n’est pas libre, puisque

0-L1+0‘L2+ 1 ~L3+(—2)-L4:01,n
#0

est une combinaison linéaire nulle dont tous les coefficients sont non nuls.
Donc D n’est pas inversible.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.16

La relation donnée par I'énoncé s’écrit encore

1
MpAP + Ap 1 AP ok A= Aol © - (ApAP + Ay 1 APV 4o+ L A) =T,
0

Mais on peut alors factoriser par A, aussi bien a droite qu’a gauche :

1 1
A (_E (ApAP™! + Ap g APT2 44 /111,,)) = (_/1_0 (ApAP™ + Ay AP2 4o 4 Mn)) A=1,.

1
Donc A est inversible, et son inverse est (_A_ (ApAPTV 4 Ay APT2 4 4 /111,,)).

0
SOLUTION DE L’EXERCICE 13.17 L'inverse d’une matrice
. , . . . A’ B triangulaire inversible étant
Cherchons son inverse sous forme d’une matrice triangulaire par blocs 0o ol encore triangulaire, il est
plutot logique de chercher
On a alors A B\(4 B AA" AB + BC' un inverse sous cette forme.
+
0 - )
Donc si matri doale 3 lor
onc s1 cette atrice est ega ca In+p alors Notons que nous procédons
par implication, et par pas
AA' =1, équivalence : c’est la phase
cC =1 d’analyse (siil y a un inverse,
P alors....)

AB’ + BC' = 0y,

On en tire facilement que A’ = A™! et ¢’ = C71.
Etalors AB’ + BC' =0 @ AB’ = -BC™' @ B’ = -A"'BC™.

Donc si un inverse existe sous la forme citée précédemment, c’est
9

Al —AlpCc!
0 c! )

MP21 Lvycie CaampoLLION 2021-2022 M. VIENNEY
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A1 —A-1Be!

0 o ) est bien l'inverse de

Reste 4 procéder 2 la synthése, en prouvant que : (

A B
(O C)' On a alors

(A1 —A1Bc1)(A B) (A1A A1B—A1Bc1c) (I,, on,p)
C_l = = :Iner_

0 0 C Op,n clc Opn Ip
Et de méme,
A B\ (A" -AT'BCT'  (AAT' -AAT'BCT'+BCTY (I, Onp) I
0 cJ\o ct )T\ 0pn cc! “\Opn L, ) T
A B . . N , . (A" —A71BC!
Donc ( 0 C) est bien inversible, d’inverse égale a ( 0 o .
SOLUTION DE L’EXERCICE 13.18
Soit p € N. Alors
p-1 p-1 p-1
(A-B) ZAkBp%fk — ZAkHBpfk—l _ Z Akpgpk
k=0 k=0 k=0
p pd
— ZAzBp—z _ Z Akpr-k
i=1 k=0
= AP — BP.
Supposons donc que N soit nilpotente, d’indice de nilpotence p.
Alors —N est également nilpotente, d’indice de nilpotence p, et donc
p-1
L =1 = (=N = (I, + N)| ) (-Ny~' 7% |.
k=0
-1
Et sur le méme principe3, Z(—N Y1k 11, + N) = I,. 3 Soit on prouve que la for-
=0 mule de la question 1 reste
-1 valable en échangeant l'ordre
Donc I, + N est inversible, et son inverse est Z(—N w1k, gz: :le;r:;i:flésgcfgzive
k=0 (In + N) et 227 (-Nyp=1=k
SOLUTION DE L’EXERCICE 13.19 commutent.
Ona
n
wr(a?) = )[4,
i=1
n n
= aij,jaj, i
i=1 j=1
n n
— a2 . A est symétrique donc
ij A
i=1 j=1 ai,j = 4j,i-
>0

Notons f : A+ tr (1A + B)?).

Puisque pour tout A € R, AA + B est encore symétrique, le raisonnement de la premiére
question s’applique encore, et prouve que f(1) > 0.

Mais d’autre part, on a

fA) =tr (/12A2 + AAB + ABA + B2) =2 (A2)+/1 (tr(AB) + tr(BA))+tr (Bz) =2t (A2)+2/1tr(AB)+tr (BZ) )

» Si tr (A%) # 0, alors f est une fonction polynomiale de degré 2, de signe constant.
C’est donc que son discriminant est négatif ou nul®. * Car s'il y avait deux racines,
Soit encore (2tr(AB))? — 4tr (A2) tr (B?) < 0 & tr(AB)? < tr (A2) tr(B?). f changerait de signe entre

. 2 . . .. ) . Ces racines.
» Si tr (A%) = 0, alors f est une fonction affine, de signe constant, positive. Ce n’est possible
que si tr(AB) = 0 et que tr (B?) > 0.

. e, , . « R Le calcul de la question 1
Et alors, on a bien I'inégalité annoncée (qui est méme une égalité dans ce cas).

permet de prouver que la
condition tr(A2) = 0 n’est

MP2I Lycte CHAMPOLLION 2021-2022 vérifiée que loNJueVAENNEY



CORRECTION

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.20

Comme 2 l'exercice 18, on prouve que I, + B est inversible.

Et alors, si A est inversible, A + B = A(I,, + A™'B).

Mais puisque AB = BA, en multipliant cette égalité 2 gauche et  droite par A7, il vient
A"'B=BA™.

Et donc A~! et B commutent, de sorte que, si p désigne I'indice de nilpotence de B,
(A"'BY = APBP = (.

Donc A™!B est encore nilpotente. On prouve alors, comme 2 'exercice 17, que I, + A™'B
est inversible, et donc que A + B est inversible car produit de deux matrices inversibles.

Inversement, si A + B est inversible, alors A + B commute avec —B, et —B est nilpotente.
Par ce qui a été fait précédemment, A = A + B + (—B) est inversible.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.21
Commengons par essayer d’écrire explicitement A :

111 .1
122 ... 2
a=|1 2 3 ... 3|
123 ...n

Calculons son inverse par opérations élémentaires. Commengons par réaliser l'opération
L, < L,—L,_1. Alors

1 1 1 ... 1 1 0 ... 0 O 1 1 1 ... 1 1 0
1 2 2 ... 2 o 1 . 0 0 1 2 2 ... 2 0 1
=
123 ...on=1|: ... = 1 0 12 3 n-1
1 2 3 ... n 0 0 o ... 1 0 0 0 1 0 O
Passons ensuite & L,,_1 < L,_1 — L,,_». Alors
1 1 1 1 1 1 0 ... ... 0 O
1 2 2 2 2 o 1 . . 0 0
12 3 n-2 n-2|: 1 0 0
0 0 1 1| -1 1
0 0 0 0 1 o o0 ... 0 -1 1
Réalisons alors 'opération L,_1 « L1 — L, :
1 1 1 1 1 1 0 ... ... O 0
1 2 2 2 2 o 1 . .0 0
1 2 3 n—-2 n-2 1 0 0
0o 0 ... 1 0 o -1 2 -1
0 0 O 0 1 0 O o -1 1

De proche en proche, en réalisant 2 chaque fois les opérations L; « L; — L;_; puis L; «
L; +L;y1, on arrive 2

MP2I

tr 1 1 ... 1 11 O 0 0
o1 0 ... 0 O-1 2 0 0

2 -1 0
0 0 ... 1 : : -1 2 -1
0 0 O 0 o o ... 0 -1 1

Lvycie CaampoLLION 2021-2022

— Méthode

Nous ne suivons pas ici I'al-
gorithme du pivot. Peu
importe : celui-ci fournit
une méthode, qui fonctionne
toujours, pour transformer
notre matrice en lidentité.

Si vous voyez drautres opéra-
tions qui permettent d’arriver
plus simplement au méme
résultat, il ne faut pas vous

4 priver de les utiliser.
0 0
0 0
1 0
-1 1

M. VIENNEY
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Ne reste plus qu’a soustrait chacune des L; 3 L :

1.0 0 1 1|2 =1 0 0
01 0 0 0|-1 2 0 0
2 -1 0
0 0 1 : -1 2 -1
00 0 110 o0 0 -1 1
2 -1 0 0
-1 2 0 0

Donc A est inversible et A™! =

: .o -1 2 -1

o ... 0 -1 1
. (B2 R\ _ (1 2 . . 415 1 -3 2
Sin=2,0onaB= (F3 F4) = (2 3) qui est inversible”, d’inverse 5 1)

En revanche, si n > 3, alors la troisiéme ligne de B vérifie L3 = Ly + L.
En effet, pour tout j € [1,n]], on a F3,; = Foyj + Fi4j.
Et donc la famille des lignes de B n’est pas libre, donc B n’est pas inversible.

SOLUTION DE L’EXERCICE 13.22
Puisque AX = 0,1, alors tous les coefhicients de AX sont nuls, et en particulier, le ip*me
coefficient de AX est nul.

n

Soit encore® Z ajy, jx; = 0.

j=1
n

En isolant le coefhicient diagonal de la ip*™ ligne de A, on a donc a;,, jx;, = — Z iy, j%Xj-

En passant a la valeur absolue, I'inégalité triangulaire nous donne alors

n

n

@i i) il < @i il bl < D lai il - b
Jj=1 Jj=1
J#iy J#iy

n

Six;, # 0, alors, en divisant par |x;,|, il vient |a;, ;,| < Z las,, jl, ce qui contredit 'hypothése

=1

J#iy
faite sur A.
Donc x;, = 0. Ceci implique alors que tous les coefficients de X soient nuls, et donc que
X =0.
Autrement dit, nous avons prouvé que AX = 0,1 = X = 0,1, ce qui est une des caractéri-
sations de I'inversibilité, et donc A est inversible.

MP21 Lvycie CaampoLLION 2021-2022

> Car de déterminant égal a
-1.

6 En utilisant la formule du
produit matriciel.

Par définition, iy est le nu-
méro d’une ligne portant le
plus grand coefficient (en
valeur absolue) de X.

Donc pour tout j € [[1, n],

2| < Iz -

M. VIENNEY
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