© Laurent Garcin MPSI Lycée Jean-Baptiste Corot

DEVELOPPEMENTS LIMITES

1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1.1 Développement limité

Soient f une fonction définie au voisinage de a € R (éventuellement non définie en a) et n € N. On dit que f possede
un développement limité a 'ordre n au voisinage de a s’il existe des réels cop, ..., cn tels que :

f(x) = cot+eci(x—a)+---+cnlx—a) +o ((x—a)™)

x—a

= alx-aF+o(x—a™

k=0

c’est-a-dire s’il existe un polynéme P de degré au plus n tel que
f(x) =P(x—a) +o((x—a)")

Le polynéme P(x — a) s’appelle la partie réguliére du développement limité et f(x) — P(x — a) s’appelle le reste.

REMARQUE. Via le changement de variable x = a + h, ce développement limité peut également s’écrire :

f(a+h) = co+cih+---+cyh™+0o(h™)

h—

n
= Z cxh® 4+ o(h™)
h—0

k=0

En pratique, on se raménera d’ailleurs toujours a un développement limité en O via ce changement de variable. l

— Analogie avec 'approximation décimale d’un réel

On peut penser a un développement limité comme a une approximation décimale d’un réel. Les mondmes de la partie
réguliére correspondent aux décimales de I’approximation.

Plus 'approximation décimale d’un réel comporte de décimales, plus elle est proche de ce réel. De méme, la partie
réguliére d’un développement limité «approche» d’autant mieux une fonction que son ordre est élevé.

Exercice 1.1

Soit n € N. Montrer que le DL,,(0) de x — ]1: est

] n
T :Zxk+o(x“)
k=0

Proposition 1.1 DL et équivalent

Supposons que f admette un développement limité d’ordre nn au voisinage de a :

f(x) = co+ci(x—a)+---+cn(x—a)"+o((x—a)™)

x—a

Soit p le plus petit entier tel que ¢, # 0, s’il existe. Alors f(x) ~ cp(x —a)P.

x—a
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REMARQUE. Ceci peut également s’écrire f(a +h) ~ c,hP. B
h—0

REMARQUE. La fonction x — ¢, (x — a)P s’appelle la partie principale de f au voisinage de a. W
Théoréme 1.1 Unicité du développement limité
Si f admet un développement limité a 'ordre n au voisinage de a alors celui-ci est unique.

REMARQUE. Le développement limité de f a l'ordre n au voisinage de a est donc la meilleure approximation polynomiale
de degré n de f au voisinage de a. W

Proposition 1.2 Troncature

Supposons que f admette pour développement limité d’ordre n au voisinage de a :

flx) = cotcilx—a)+-+en(x—a)"+o((x—a)™)

x—a

Alors,pour tout p < n, f admet pour développement limité d’ordre p au voisinage de a :

f(x) = cot+ei(x—a)+---+cp(x—a)’ +o((x —a)P)

REMARQUE. Autrement dit, on ne garde que les termes de degré inférieur ou égal a p dans la partie réguliére. l

Proposition 1.3 Développement limité et parité

Soit f une fonction admettant un développement limité a ’'ordre n au voisinage de 0.
» Sif est paire, alors les coefficients de rang impair du DL sont nuls.

» Si f est impaire, alors les coefficients de rang pair du DL sont nuls.

Théoréme 1.2 Développement limité, continuité, dérivabilité

Soit f une fonction définie au voisinage de a.

» f est continue en a si et seulement si f possede un développement limité d’ordre O en a et dans ce cas,

f(x) = f(a)+o(1).

» f est dérivable en a si et seulement si f possede un développement limité d’ordre 1 en a et dans ce cas,

f(x) = f(a) +f'(a)(x —a)+o(x—a)

ATTENTION ! Dés que k > 2, une fonction peut admettre un DL d’ordre k au voisinage de a sans pour autant étre

3ain 1 o 0
k fois dérivable en a. Par exemple, posons f(x) = {X Tsin o six 7 . Alors f admet un DL d’ordre 2 en 0 :

0 sinon
f(x) = x + o(x?). Cependant f est dérivable sur R* et
1

1
Vx € R* f/(x) = 1+ 3x? sin — —2cos —
X X

Ainsi f’ n’admet pas de limite en O : elle n’est pas continue en 0 et donc encore moins dérivable en 0. Ainsi f n’est pas
deux fois dérivable en O.
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2 DL d’une primitive et d’'une dérivée, formule de Taylor-Young

2.1 Primitive et dérivée d’'un DL

Le lemme suivant est admis pour l'instant.

Lemme 2.1

Soit f une fonction continue sur un intervalle I admettant une primitive F sur L. Soit a € L.
Sif(x) = o((x—a)")alors F(x) = F(a)+o((x —a)™*).

x—a

Théoréme 2.1 DL d’une primitive

Soit f une fonction définie sur un intervalle I admettant une primitive F sur I. Soit a € I.
On suppose que f admet un DL d’ordren € Nen a:

f Z (x—a)*+o((x—a)™)

Alors F admet un DL d’ordren+ len a:
1

(x—a)** +1
_ \n
F(x +ch D +o((x—a)™")

L’exemple suivant est & connaitre

Exemple 2.1 DL de tan a 'ordre 3 en 0

tan admet le développement limité & I'ordre 3 en O suivant :

_ X3 3
tanxxjox—i—?—}—o(x )

11 faut étre beaucoup plus attentif en ce qui concerne le DL d’une dérivée.

Théoréme 2.2 DL d’une dérivée

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Soit a € I.
On suppose que f admet un DL d’ordren € N*en a:

f(x chx—a) +o((x—a)™)

x—a

Si on sait que f’ admet un DL d’ordre n — 1 en a alors celui-ci est le suivant :

chkx—ak T4o((x—a)™ ")

x—a

ATTENTION ! Il est absolument nécessaire de savoir que f’ admet un DL d’ordre . — 1 car une fonction peut admettre
un DL d’ordre n sans que sa dérivée admette un DL d’ordre n — 1. En effet, on a vu plus haut que la fonction f définie

par F(x) = {)H—)@sinxl2 six #0

0si admettait un DL d’ordre 2 en 0. Mais f’ n’admet pas de DL d’ordre 1 en O puisque
sinon

f’ n’est méme pas continue en 0.
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2.2 Formule de Taylor-Young

Théoréme 2.3 Formule de Taylor-Young

Soit f une fonction de classe C™ sur un intervalle I. Soit a € I.
Alors f admet un DL d’ordre nn au voisinage de a donné par :

fa) R ()

REMARQUE. La formule de Taylor-Young sert assez peu en pratique. En effet, elle nécessite le calcul de dérivées successives,
ce qui peut s’avérer fastidieux dés que les fonctions sont un peu complexes. ll
REMARQUE. Via un changement de variable, la formule de Taylor s’écrit aussi :

flah) = fla) +Flalh+ g T )
= > T Uik o)
R

Corollaire 2.1 Dérivée d’'un DL

Soit f une fonction de classe C™*'. Soit a € L.
Alors f et f’ admettent des DL d’ordre respectifs 1+ 1 et 1. au voisinage de a et le DL de f’ s’obtient en dérivant terme
a terme le DL de f.

Exercice 2.1

DL d’ordre n au voisinage de 0 de a7
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3 Développements limités usuels
Proposition 3.1 Développements limités usuels

Puissance, logarithme, exponentielle

] n
:AZE&+ORW =T14+x+x>4--+x"+0(x")
17)(, x—0 x—0
k=0
] n
= 2 (DM to(™)  =T—x+x =%t (1) o (xM)
1+X x—0 =0 x—0
n k 2 3 4 n
_ _1 X X XX X n
In(1 +x) X:O];( 1) - +o(x™) =x Tt +(=1) - +o(x™)
s k 2 3 n
X L n — L L L n
e X:O];)k!—i—o(x) Xj01+x+2+6+ +n!+o(x)
—1)x? —1 —2)x3 —1 —2). (e — T)x™
(1 4% = 1+ocx—|—(x((x )x +oc(oc Yoo —2)x +._.+oc(cx Joe—2) ... (c—n+1)x +o(x™)
x—0 2 6 TL'
Fonctions circulaires
n 2k+1 3 5 2n+1
X X X X
. — -1 k_~ 2n+1 —op o 2 A~ = 2n+1
S‘“"Hog( Py e s gttt N gy et
n 2k 2 4 2n
i 1k X 2n _ _L L 1" X 2n
cosxxjoé( D G o™ Sz gt D gy et
Arctangente
n 2k+1 3 5 7 2n+1
_ _kX maly X X X X 2n+1
arctanxxjogo( D g To0™) = x— T+ T — o (F) g 06
Fonctions hyperboliques
n 2k+1 3 5 2n+1
X X X X
h — 2n+1 — ~ o~ o~ 2n+1
s "Hol;)(zkﬂ)z“(x e T TR G e TR
no 2k 2 4 2n
_ © 2n S LI AT n
chXX:Ol;) 79 +o(x*™) STt at T @ +o(x*™)

4 Opérations sur les DL

Quand on vous demande le DL d’une expression a un certain ordre, la difficulté est de prévoir les ordres auxquels il faut
développer chaque élément de I’expression.

» Si on effectue des développements trop poussés (i.e. a une trop grande précision), on obtiendra un DL final a un ordre
supérieur a celui demandé. On peut toujours se ramener a la précision demandée en tronquant notre DL mais on aura
fait quantité de calculs inutiles, d’ou perte de temps et risque d’erreurs de calcul.

» Sion ne pousse pas assez loin nos développements (trop faible précision), on obtiendra un DL final a un ordre inférieur
a celui demandé. C’est encore plus grave car il n’y a alors pas d’autre choix que de recommencer tous les calculs avec
une précision supérieure.
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4.1 Forme normalisée

Définition 4.1 Forme normalisée d’un DL

Supposons que f admette un développement limité d’ordre nn au voisinage de a :

f(x) = cotecilx—a)+---+cen(x—a)* +o((x—a)™)

x—a

Soit p le plus petit entier tel que ¢, # 0, s’il existe. Alors I’écriture

f(x) = x—a)® (cp+cpri(x—a)+---+cn(x—a)*P+o ((x—a)*P))

s’appelle la forme normalisée du développement limité de f a I'ordre nn au voisinage de a.

REMARQUE. La forme normalisée peut aussi s’écrire
fla+h) = h? (cp +cprih+ -+ cuh™ P40 (A7)
h—0
|
REMARQUE. Si p = 0, on dit que le développement limité est normal. B

4.2 Combinaison linéaire

Proposition 4.1 Combinaison linéaire de DL

Soient f et g deux fonctions admettant un DL d’ordre n € N au voisinage de a. On note P et Q leurs parties régulieres
respectives i.e.

fla4+h) = P(h)+o(h™) gla+h) = Q(h)+o(h™)

h—0 h—0

Soit (A, ) € R?. Alors Af + pg admet un DL d’ordre n au voisinage de a de partie réguliére AP + uQ i.e.

(M +ug)la+h) = AP(h) + uQ(h) + o(h™)

h—0

ATTENTION ! On n’effectue que des combinaisons linéaires de DL de méme ordre. Si on souhaite effectuer une combinai-
son linéaire de deux DL d’ordre différent, on n’obtiendra qu’un DL d’ordre le minimimum des deux ordres. En pratique,
on tronque les deux DL au minimum des deux ordres avant d’effectuer leur combinaison linéaire.

Exemple 4.1 DL a I'ordre 4 en 0 de 2cosx — 3 shx

On a les dévveloppements limités suivants :

2 4 3
cosx = 1—X——|—X——|—o(x4) shx:x+x—+o(x4)
x—0 2 4 x—0 6
On en déduit que
x> x* 4
2cosx —3shx = 2—3x—x2—7+f—|—o(x )
x—0
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4.3 Produit

Proposition 4.2 DL d’un produit

Soit f et g deux fonctions admettant un DL d’ordre n € N au voisinage de a. On note P et Q leurs parties réguliéres
respectives i.e.

f(x) = P(x)+o(x") g(x) = Qx)+o(x")
Alors fg admet un DL d’ordre n au voisinage de O de partie réguliére le polynome PQ tronqué de tous les monomes
de degré strictement supérieurs a n.

ATTENTION ! A priori, on ne multiplie que des DL de méme ordre. Si on souhaite multiplier deux DL d’ordre différent,
on n’obtiendra qu'un DL d’ordre le minimimum des deux ordres. En pratique, on tronque les deux DL au minimum des
deux ordres avant de les multiplier.

Exercice 4.1

Déterminer un DL d’ordre 3 au voisinage de O de e* cos x + 2 sin x.

On peut cependant faire mieux si les DL intervenant dans le produit ne sont pas normaux.

-
ISt Déterminer de maniére optimale un DL d’un produit

Supposons que Ion veuille calculer le DL d’un produit fg en a & un ordre n donné.
» On détermine les parties principales de f et g.

» On écrit les développements de f et g a des ordres inconnus a priori sous forme normalisée :

f(a+h)h:0ahp(1+...) g(a+h)]zobhq(1+...)
u v

» On écritles DL de uetvalordre n—p— q et on effectue leur produit. On obtient un DL de uv al’'ordre n—p —q.

» Ceci suffit pour obtenir un DL de fg a I'ordre n en tenant compte du facteur abhP+4.
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Exemple 4.2 DL i Pordre 6 en 0 de (sin® xIn(1 + x?))

On a sin? x ~ x? (puisque sinx ~ x)etIn(1+x?) ~ x? donc (sin® x) In(1 + x?) ~ x*. On a donc
xX— x—0 x—0 xX—
sin?x =x*(1+...) In(14+%x%) =x*(1+...) (sin® %) In(T +x?) = x*(1+...)

On veut un résultat final 4 'ordre 6 donc tous les (1 +...) doivent étre des DL a I’ordre 2. Ainsi il suffit d’avoir un DL
de sin® x et de In(1 + x2) a l'ordre 4.

Il est aisé d’avoir un DL a I'ordre 4 de In(14-x2). Par composition, il suffit en effet d’avoir un DL & 'ordre 2 de In(1+)
avec u = x%. On a donc

4 2

In(14+x%) = X2 =% 4o(x*) = x2 (1—X+o(x2)>
x—0 2 x—0 2

On veut maintenant avoir un DL a 'ordre 4 de sin® x. On a :

2

sinx =x(1+...) sin?x =x2(1+...)

Comme on veut un résultat final 4 I'ordre 4, les (1 + ... ) doivent étre des DL & ’ordre 2. Ainsi il suffit d’avoir un DL a
Pordre 3 de sinx. On a

3 2
sinx = xfx—+o(x3) = x<1 X6+0(x2)>

x—0 6 x—0

2
sin?x = x? (1 -3 +0(x2)>

Par conséquent,

x—0

I n’y a plus qu’a calculer le DL final. On conserve encore les termes prépondérants en facteur !

) 2 4 x? 2 x? 2
(sin x)ln(1+x):0x 1—?+o(x) 1—?+0(x)
2 6
:Ox4 <15)6(+o(x2)) :Ox4—5%+o(x6)

4.4 Composition

-~
s lss Déterminer de maniére optimale le DL d’une composée

Supposons que L'on veuille calculer le DL d’une composée g o f en a a un ordre n donné.

» On détermine la partie principale de fen a: f(a +h) ~ ahP.
h—0

» On détermine le DL de g en b = f(a) al'ordre q ol q est le plus petit entier supérieur ou égal a %.

» On développe f a l'ordre n en a sous forme normalisée et on reporte dans le DL de g en b.
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Exemple 4.3 DL a I’ordre 4 en 0 de In(cos x)

2
X
On écrit tout d’abord que In(cosx) = In(1 4+ u) avec u = cosx — 1. Or on sait que w = cosx — 1 ~ -5 Donc

x—0

pour avoir un DL de In(cos x) a lordre 4 il nous suffit d’avoir un DL de In(1 4+ 1) a Pordre 2. On aura une précision en
o(u?) et donc en o (x*). Il nous faut aussi un DL de 1 = cosx — 1 en x a 'ordre 4.

On a ainsi In(1 + u) = u- u? + o (u?). De plus,

u—

x* x 4 2 x* 4
v, T T tolx) W o7 Told)
Par conséquent,
x2  x* 11Xt
1 ~ ~ A 4
n(cosx) = > +24 272 +o(x")
2 4
_ X x 4
=73 2 +o(x")

Pour calculer le DL d’un inverse, on peut utiliser une composition par 1]: comme le montre exemple suivant.

1
Exemple 4.4 DL a 'ordre 4 de ———— en 0
2+ cosx

Il s’agit de se ramener a une expression du type ﬁ avec u tendant vers 0 : on veut donc un dénominateur qui tend
vers 1 ce qui n’est pas le cas ici (2 + cos x) tend vers 3). Peu importe puisque

1 _1 1 1 1
2—|—cosx731—1_cfOSX 31—u

1— 1= 2
avec u = %SX. Remarquons que %SX ~ % On veut un DL a l'ordre 4 donc il nous faut un DL a I'ordre 2
x—0
de T—u c’est-a-dire :
1
— — | b e @)
1—u
Par ailleurs, il nous faut un DL & ’ordre 4 de 1_%” ie.
x* X! 4 2 x* 4
=% % ;o) v=z 5ol
Finalement,
1 1 X2 xt Xt T ox2  x*
= _ (1 ~ ~ 4 — ~ AR 4
2+ cosx + o 3 ( Te @ttt ) S3 gt e o)

http://lgarcin.github.io 9



http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MPSI Lycée Jean-Baptiste Corot

4.5 Quotient

-

JWEEtes Déterminer de maniére optimale le DL d’un quotient
Supposons que I’on veuille calculer le DL d’un quotient 3 en a a un ordre n donné.
» On détermine les parties principales de f et g.

» On écrit les développements de f et g a des ordres inconnus a priori sous forme normalisée :

f(a+h)]:0ahp(1+...) g(a+h)h:0bhq(1+...)
u v

A P . . u |
» On détermine des DL de u et v a l'ordre n — p + g puis on effectue leur quotient en remarquant que — = u X —
v v

1 1
et qu'un DL de — = s’obtient par composition.
quu v T4w P P

» Ceci suffit pour obtenir un DL de g al'ordre n en tenant compte du facteur ¢hP—9.
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sin x2

T en 0

Exemple 4.5 DL a I'ordre 3 en 0 de

Remarquons tout d’abord que sinx?> ~ x2 et eX —1 ~ x.Par conséquent,
0

x— x—0

sinx? =x2(1+...) e —1=x(1+...) exi1=x(1+...)

On veut un résultat final 4 I’ordre 3 donc tous les (1 + ... ) doivent étre des DL 4 'ordre 2. Ainsi il suffit d’avoir un DL
de sinx? a Pordre 4 et eX — 1 4 ordre 3.
1l est aisé d’avoir un DL de sinx? a l’ordre 4. Par composition, il suffit d’avoir un DL a l'ordre 2 de sinu avec u = xZ.
On a donc

sinx? = x* +o(x*) = x*(1+0(x?))

x—0 x—0

On veut maintenant un DL a 'ordre 3 de e* — 1. Rien de plus simple :

2 3 2
e —1 Xfox+%+%+o(x3) Xfox<1—|—§+x6+o(x2)>

Résultat des courses :
sinx? y 1+o0(x?)
ex —1 x—o 1—|—%+%+o(x2)
1

Il nous faut maintenant un DL a 'ordre 2 de 5 . On utilise donc le DL de
1+ 5+ % +o(x?) 1

a 'ordre 2 avec

2

uz%—l—%—i—o(xz).Ona1+u:1—u+u2+o(u2)et
2 2
u = §+L+O(XZ) e = X——I—o(xz)
XHOZ x—0 4
1 2
D’ou 1— X + x + 0(x?). Finalement,

u 5 =
1+%+%+0(X2) x—0 2 12

- 2 2 3
sinx? 2 _x x5 N I R 3
ex_]x:ox(1+o(x ))(1 24—124—o(x ))X_*Ox 24—124—0(x)

5 Exemples et applications

5.1 DL en un point autre que 0

)il DL en un point autre que 0

Pour calculer un DL en un point a autre que 0, on effectue le changement de variable x = a+u avec u tendant vers 0 de
sorte que I'on est ramené a I’étude d’un DL au voisinage de 0. On revient a la fin a la variable x en écrivant u = x — a.

Exercice 5.1

DL3(2) de In(x).

Exercice 5.2

DL3(%) de cos(x).
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5.2 Obtention de limites et d’équivalents

WS aslelsls] Obtention de limites

Chercher une limite, c’est chercher un DL a la précison o (1).

Exercice 5.3

Déterminer la limite en O de

VIiHx—+v1—x—x
: .

X

IWEesg Obtention d’équivalents

On cherche en fait le premier terme non nul d'un DL. Malheureusement, il n’y a aucune méthode générale pour déter-
miner a priori l'ordre du premier terme non nul. On est donc obligé de procéder par taténnements ...

Exercice 5.4

Déterminer un équivalent en 0 de 2e* — /1 + 4x — /1 + 6x2.

5.3 Développements asymptotiques

On appelle développement asymptotiques un «développement limité» qui ne fait pas intervenir que des puissances entiéres
de x.

Exemple 5.1

Un développement asymptotique a 2 termes de x* en 0" est :

x* = T4+xlnx+o(xlnx)

x—0

On peut également vous demander des développements asymptotiques au voisinage de +oco. L’idée est alors d’utiliser

un changement de variables u = — pour se ramener en 0.
X

Exercice 5.5

Calculer un développement asymptotique a 3 termes de v/x% + x.

5.4 FEtude de courbes

Wt Asymptote et position

Un développement asymptotique d’une fonction au voisinage de 0o permet de déterminer les asymptotes a la courbe
représentative de la fonction et méme la position de la courbe par rapport aux asymptotes.

http://lgarcin.github. io 12


http://lgarcin.github.io

© Laurent Garcin MPSI Lycée Jean-Baptiste Corot

Exemple 5.2

)= VA tx = x+5 -2 +o(:)

X = 2 8x X

On en déduit donc que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique d’équation y = x + % au voisinage

de 4-00. De plus, sa position par rapport 4 I'asymptote dépend du signe de — - : la courbe est donc au-dessous de son

8x °
asymptote au voisinage de +oc0.

JWHelelsl Tangente et position

Un développement limité d’une fonction au voisinage de a € R permet de déterminer la tangente a la courbe repré-
sentative de la fonction et méme la position de la courbe par rapport a sa tangente.

Exemple 5.3
1 T x %3
flx) =— = - -4 g
M= S gt o)
1
On en déduit donc que la courbe représentative de f admet une tangente d’équation y = 7~ 2 au point d’abscisse

0 et qu’elle est au-dessus de sa tangente au voisinage a droite de O et au-dessous au voisinage a gauche de 0. En effet
3 3

fix) — (3 = %) ~ X etf(x) — (3 — %) et X sont donc de méme signe au voisinage de 0.

) = (3 4)H04se() (z—%)etis CHIICIICISISTICLALIY ge de

Exemple 5.4

e* —1 x X3 5
f(X)— T X:O]‘i‘z_ﬁ—f—O(X)

f est prolongeable par continuité en 0, ce prolongement est dérivable en O et la courbe représentative de f admet une
tangente d’équation y = 1 + 3 au point d’abscisse 0. La courbe est située au-dessous de sa tangente au voisinage a
droite de 0 et au-dessus au voisinage a gauche de 0.

En effet f(x) — (1+ %) ~ —% et f(x) — (1+ %) et —% sont donc de méme signe au voisinage de 0.
—0

x

5.5 Extremum local

Définition 5.1 Extremum local

Soit f une fonction définie au voisinage de a € R.
» On dit que f admet un maximum local en a si f est majorée par f(a) au voisinage de a i.e. si

Fh > 0, (Ja—h,a+ h[C D¢ eT VX €]a —h,a + h[, f(x) < f(a))

» On dit que f admet un minimum local en a si f est minorée par f(a) au voisinage de a i.e. si

Fh >0, (Ja—h,a+ h[C DfeT VX €]la —h,a+ h[, f(x) > f(a))

On dit que f admet un extremum local en a si f admet un maximum ou un minimum local en a.
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REMARQUE. Par opposition aux extrema locaux, les extrema vu auparavant sont aussi appelés des extrema globaux. B

g‘z} ATTENTION ! Un extremum local n’est pas forcément un extremum global.
Un extremum global n’est un extremum local que s’il n’est pas atteint en les bornes de 'ensemble de définition.

Proposition 5.1

Soit f une fonction admettant un développement limité a 'ordre 2 en a :

f(x) = co+erlx—a)+ecalx—a)*+o ((x—a)?)

» Sif admet un extremum local en @, alors ¢; = 0.
» Sici =0etcy > 0, alors f admet un minimum local en a.

» Sicy =0etcy <0, alors f admet un maximum local en a.

Exemple 5.5
h 2 h
Ona s' X + x +o (XZ) donc la fonction f : x — S' X st prolongeable par continuité en O en posant f(0) = 1
sinx x-o 3 sinx

et ce prolongement admet un minimum local en 0.

http://lgarcin.github. io 14


http://lgarcin.github.io

	Définitions et premières propriétés
	DL d'une primitive et d'une dérivée, formule de Taylor-Young
	Primitive et dérivée d'un DL
	Formule de Taylor-Young

	Développements limités usuels
	Opérations sur les DL
	Forme normalisée
	Combinaison linéaire
	Produit
	Composition
	Quotient

	Exemples et applications
	DL en un point autre que 0
	Obtention de limites et d'équivalents
	Développements asymptotiques
	Étude de courbes
	Extremum local


