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DETERMINANTS

Dans tout ce chapitre, n désigne un entier naturel non nul.

1 Groupe symétrique

1.1 Permutation

Définition 1.1 Permutation, groupe symétrique

On appelle permutation de [1,n] toute bijection de [1,n] dans lui-méme.
On note &, 'ensemble des permutations de [1,n]. (G, o) est un groupe appelé groupe symétrique de degré n.

Notation 1.1

On représente généralement une permutation de [1,n] par un tableau dont la premiére ligne est consituée par les
entiers de 1 a n rangés par ordre croissant et dont la seconde ligne est constituée de leurs images respectives. Par

12345

exemple, représente la permutation o de G5 telle que :

25314
o(1)=2,0(2) =5,0(3) =3,0(4) =1,0(5) =4.

Proposition 1.1

Montrer que le cardinal de G, est n!.

1.2 Transpositions et cycles

Définition 1.2 Cycle

Soit p € [2,1n]. On appelle p-cycle ou cycle de longueur p toute permutation circulaire de p éléments de [1, ] i.e. toute
permutation o telle qu’il existe p entiers distincts aj, az ..., ap de [1,n] vérifiant :

vie [1,p], o(ai) = (ait1), olap) = a3

Un tel cycle est noté (a7, az,...,ap). L'ensemble {ay, ..., a,} est appelé le support du cycle.
Un 2-cycle est appelé une transposition.

REMARQUE. Le méme cycle peut s’écrire de plusieurs maniéres. Par exemple, (1,2,3) = (2,3,1) = (3,1,2). &
REMARQUE. Si ¢ est un p-cycle, alors ¢cP = Id[7 . Notamment, si T est une transposition, 2 = Idp1,nyie. =11
REMARQUE. &,, est non commutatif dés que n > 3. Par exemple, (1,2,3) o (1,2) # (1,2) 0 (1,2,3). B

Proposition 1.2

Deux cycles a supports disjoints commutent.

Théoréme 1.1

Toute permutation peut s’écrire comme une composée commutative de cycles de supports disjoints. De plus, cette
écriture est unique a Uordre des cycles pres.
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Exemple 1.1

(123456

52614 3> = (1,5,4)(3,6) = (3,6)(1,5,4)

Exercice 1.1

Ecrire sous la forme usuelle (tableau) et sous forme de composée de cycles disjoints la permutation (2,3) o (4,3,1) o
(5,2,3).

e N

Théoréme 1.2

Toute permutation [[1, ] peut s’écrire comme une composée d’au plus 1 transpositions.

_ Y,

REMARQUE. On dit que le groupe G, est engendré par les transpositions. H

| ATTENTION ! Cette décomposition n’est pas unique. Par exemple, (1,2,3) = (1,2)(2,3) = (3,1)(1, 2).

Exemple 1.2

Décomposition d’un p-cycle en une composée de transpositions :

(ar,az,...,ap) = (ar,az) o (az,az)o---o(ap_1,ap)

Exercice 1.2

Enumérer tous les éléments de &3.

1.3 Signature

e N

Théoréme 1.3 Signature

Sin > 2, il existe un unique morphisme o non trivial (i.e. non constant égal & 1) du groupe (&, 0) dans le groupe
({=1,+1} x).
On lappelle la signature.

_ Y,

REMARQUE. Le noyau de la signature est appelé groupe alterné de degré n et noté 2,,.
Une permutation de signature +1 est dite paire et une permutation de signature —1 est dite impaire. B

Exercice 1.3

Montrer que pour n > 2, le cardinal de 2, est 2.

Exercice 1.4

Montrer que 2, est engendré par les 3-cycles.

e N

Proposition 1.3 Signature d’un cycle

La signature d’un p-cycle est (—1)P~'. En particulier, la signature d’une transposition est —1.

_ Y,
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REMARQUE. Il suffit donc de savoir décomposer une permutation en une composée de cycles disjoints pour calculer sa
signature.

Exemple 1.3 Calcul de signature

12345
Soit 0 = (3 e 1).Alorscr:(1,3,5)o(2,4) donc e(0) = (—1)2 x (—=1) = —1.

— Inversions
La signature d’une permutation peut se faire au moyen du nombre d’inversions. Soit 0 € &,,. On appelle inversion
de o toute paire {1i,]j} d’éléments de [1,n] telle que i — j et o(i) — o(j) soient de signes opposés. Si on note I(o) le
nombre d’inversions de o, alors ¢(0) = (—1)1(9).

2 Applications multilinéaires

Définition 2.1 Application multilinéaire

Soient Eq, E2,..., Eq et F des K-espaces vectoriels. On dit que f : E1 X Ez X - -+ X Ey; — F est une application n-linéaire
si elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables.
Si F =K, on dit que f est une forme n-linéaire.

REMARQUE. L’ensemble des applications n-linéaires de E; x --- x E;; dans F est un K-espace vectoriel. Plus précisément,
c’est un sous-espace vectoriel de FE1 % *En 1

REMARQUE. Une application bilinéaire est une application 2-linéaire.

Une application trilinéaire est une application 3-linéaire. l

REMARQUE. Si f: By x --- x Ey — F est une application n-linéaire, elle est nulle sur tout n-uplet comportant le vecteur
nul. W

Exemple 2.1

En géométrie :
» Dans le plan et 'espace, le produit scalaire est une forme bilinéaire.
» Dans le plan, le déterminant est une forme bilinéaire.
» Dans l'espace, le déterminant est une forme trilinéaire.

» Dans l'espace, le produit vectoriel est une application bilinéaire.

Exemple 2.2

En algébre :
» Le produit est une application bilinéaire de K? dans K.

» La multiplication matricielle est une application bilinéaire de M, , (K) x M, 4(K) dans M, 4(K).

» La composition d’applications linéaires est une application bilinéaire de L(E,F) x L(F, G) dans L(E, G).
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Exemple 2.3

En analyse :

» Le produit de fonctions d’un ensemble X a valeurs dans K est une application bilinéaire de (]KX)Z dans KX,

CO([a,b],]R)2 — R
(f,9) ~— [ f(tg(t)dt

» L’application { est une application bilinéaire.

A partir de maintenant, on considére que E; =€, =--- = E,,.

Définition 2.2 Application multilinéaire symétrique, anti-symétrique, alternée

Soit f : E™ — F une application n-linéaire.
(i) On dit que f est symétrique si :
Vo € Gn, Y(x1,%2...,Xn), T(Xo(1)yXe(2)y+++rXaom)) = F(X1,%2y ...y Xn)
(ii) On dit que f est antisymétrique si :
Vo € Gn, Y(x1,%2...,Xn), f(Xo(1)yXe(2)y+ -+ rXom)) = (0)F(x1,%X2,.. ., Xn)

(iii) On dit que f est alternée si :

Vo € Gn, Y(x1,%2...yXn), Vi#j, xi =% = f(x1,%2,...,%xn)) =0

REMARQUE. L’ensemble des applications n-linéaires symétriques (resp. antisymétriques, alternées) est un sous-espace vec-
toriel de 'espace vectoriel des applications n-linéaires de E™ dans F. l

Proposition 2.1
Une application multilinéaire alternée est antisymétrique. La réciproque est vraie si K = Rou K = C.

REMARQUE. En ce qui nous concerne, il y aura donc équivalence parfaite ente «alternée» et «antisymétrique».

Exemple 2.4

» Le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique.
» Le produit vectoriel est une application bilinéaire antisymétrique ou alternée.
» Le déterminant dans le plan est une forme bilinéaire antisymétrique ou alternée.

» Le déterminant dans I’espace est une forme trilinéaire antisymétrique ou alternée.

Proposition 2.2

Soit f : E™ — F une application n-linéaire antisymétrique (ou alternée). Soit (uy, ..., Uy ) une famille liée de E. Alors
f(Uq yooe ,U.n) = Of.
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3 Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 3.1 Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E. On définit une application dets :
E™ — K appelée déterminant dans la base B par

n
V(X150 0y Xn) € B detp(x1y..yxn) = Y (o) [ [ el (xi)
oeG, i=1
REMARQUE. Pour tout j € [1,n], notons (x1,j, - --,Xn,j) € K™ les coordonnées de x; dans la base Bie. xj = 3" ; xi jei.
Alors
n
detB(Xl yoo ~)Xn) = Z 5(0) on(i]i
(QSIGPN i=1
|

Lemme 3.1

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, 53 une base de E et ¢ : E™ — K une forme n-linéaire alternée. Alors
@ = @(B) detg.

Théoréme 3.1

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n. Alors detp est 'unique forme n-linéaire alternée valant 1 en 5.
L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E™ est vect(detg).

Proposition 3.1 Changement de base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B et B’ deux bases de E. Soit F une famille de n. vecteurs de E. Alors

detp/ (F) = detg/ (B) detg(F)

Proposition 3.2 Caractérisation des bases

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B = (eq, €3, ..., en) une base de E. Soit (uy,...,1, ) une famille
de vecteurs de E. Alors (uq,...,u, ) est une base de E si et seulement si detg(uq,...,u,) # 0.
REMARQUE. Réciproquement, la famille (wy,...,uy) est liée si et seulement si detp(uy,...,uny) =0. B

Proposition 3.3 Pivot de Gauss

Le déterminant d’une famille de vecteurs est :
» multiplié par —1 lorsqu’on échange deux vecteurs de la famille ;
» inchangé lorsqu’on ajoute a un vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs;

» multiplié par o si on multiplie un vecteur de la famille par & € K.
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— Interprétation géométrique d’un déterminant d’ordre 2

Si U et V sont deux vecteurs de R?, alors la valeur absolue de leur détermi-
nant dans la base canonique de R? est I'aire du parallélogramme porté par ces
vecteurs.

<

— Interprétation géométrique d’un déterminant d’ordre 3

Si U, V, W sont trois vecteurs de R3, alors la valeur absolue de leur détermi-
nant dans la base canonique de R est le volume du parallélépipéde porté par
ces vecteurs.

=)

Définition 3.2 Orientation d’un R-espace vectoriel

Soit E un R-espace vectoriel. Soient B7 et B, deux bases de E. On dit que B, a la méme orientation que B si
detg, (B2) > 0.
La relation binaire «avoir la méme orientation que» est une relation d’équivalence sur I’ensemble des bases de E pour
laquelle il existe deux classes d’équivalence.
De maniére arbitraire, on convient que 'une des classes d’équivalence sera formée des bases dites directes tandis que
I’autre sera formée des bases dites indirectes.

— Orienter un R-espace vectoriel

Pour orienter concrétement un R-espace vectoriel, on choisit une base de référence By. Toutes les base de méme
orientation que By seront dites directes tandis que les autres seront dites indirectes.
Il n’existe que deux orientations possibles d’'un méme espace vectoriel.

ATTENTION ! L’orientation n’a de sens que pour les espaces vectoriels réels puisqu’il y est question de signe d’un déter-
minant.

4 Déterminant d'un endomorphisme

Définition 4.1 Déterminant d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 1. Soient 3 une base de E et f € L(E). Alors le scalaire detg(f(B)) ne
dépend pas de la base B choisie. On I'appelle le déterminant de f noté det(f).
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Exemple 4.1

det(Idg) = 1.

Exercice 4.1

Calculer le déterminant d’une symétrie, d’'un projecteur.

Proposition 4.1 Propriétés du déterminant d’'un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient BB une base de E et F une famille de n vecteurs de E. Soit A € K.

Soient enfin f, g € L(E).
(i) detg(f(F)) = det(f) detg(F);
(ii) det(f o g) = det(f) det(g);

(iii) f est un automorphisme de E si et seulement si det(f) # O et dans ce cas, det(f~') = det(f) .

(iv) det(Af) = A™det(f)

5 Déterminant d’une matrice carrée

5.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 5.1

Soit A € M;,(K). On appelle déterminant de A, noté det(A), le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la base
canonique de My, 1 (K) ou, de maniére équivalente, le déterminant de I'endomorphisme de K™ canoniquement associé

a A Il s’ensuit que si A = (aij)1<ij<n

det(A) = Y &(0) [ ] avo:

(S i=1
s . N
Notation 5.1
ar;r a2 ... Q1 . 1p
a1 Qa2 ... (lz)l' . (12)1,
Soit A = (ai’j )1<i,j<n- Le déterminant de A peut se noter
a1 a2 Qaij aip
An,1 QGn2 ... Anj ... AQnn
N J

Proposition 5.1 Lien entre les différentes notions de déterminant

Soit E un espace vectoriel de dimension n et 3 une base de E.

(i) Soit F une famille de n vecteurs de E. Alors detg(F) = det(matg (F)).

(ii) Soit f € L(E). Alors det(f) = det(matg(f)).
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— Déterminant d’ordre 2 : régle duy

ar a2

f =ar,1a22 —0a210a1.2

az az 2

— Déterminant d’ordre 3 : régle de Sarrus

(11’1 (11,2 (11’3 ——— —— + ——
+ a;10a22033 + az,10a3,201,3 a310a7,202,3

az,1 Q22 a23|=
’ ’ ’ - a3,102,2073 - az101,20a3;3 - 1,103,202,3
~— — ~—

azy azz as;s

Exercice 5.1

Montrer que le déterminant d’une matrice a coefficients dans Z est un entier.

Proposition 5.2 Propriétés du déterminant d’une matrice carrée

Soit A € K. Soient A, B € L(E).
(i) det(AB) = det(A)det(B);
(ii) A estinversible si et seulement si det(A) # 0 et dans ce cas, det(A~") = det(A)~';

(iii) det(AA) = A" det(A) ;
@ | ATTENTION ! Le déterminant n’est pas linéaire ! En général, det(AA + uB) # Adet(A) + ndet(B).

Proposition 5.3 Déterminant d’une transposée

Soit A = (ai’j)]gi,jgn € M, (K). Alors

n

Z E(G)Haio(i) = Z 8(0)1_[00(1)1
i=1

oeS, 0ceES, i=1

Autrement dit, det(*A) = det(A).
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Exercice 5.2

Montrer qu'une matrice antisymétrique de taille impaire est non inversible.

— Factorisation
Le déterminant d’une matrice est linéaire en chaque colonne (par définition) ou ligne (puisque le déterminant d’une

matrice est égal au déterminant de sa transposée). Ceci permet de factoriser des déterminants.

Exemple 5.1
A 20 1 20 1 2 0 1 20
2 =1 3|=A|2 —-13 2 A 3N |=A 2 -1 3
A 21 -1 2 1 -1 2 1 -1 2 1

5.2 Opérations sur les lignes et les colonnes d’'une matrice
L’objectif est de se ramener au calcul du déterminant d’une matrice triangulaire dont on verra qu’il est simple a calculer.
Proposition 5.4
Notons (Ci)1<ign la famille des vecteurs colonnes d’une matrice A. Soient i,j € [1,n] avec i # j. Soit x € K.
(i) L’opération C; +» C; multiplie le déterminant par —1.
(ii) L’opération C; +— Ci + «C; laisse le déterminant invariant.
(iii) L’opération C; «— o«C; multiplie le déterminant par .
De méme, si on note (Li)1<ign la famille des vecteurs lignes d’une matrice A :
(i) L'opération L; <= L; multiplie le déterminant par —1.
(ii) L’opération L; «— L; + «L; laisse le déterminant invariant.

(iii) L’opération L; +— oL; multiplie le déterminant par o.

5.3 Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Définition 5.2 Mineur, cofacteur

Soient A = (aij)1<i,j<n € Mn(K)eti,j € [1,n].
» On appelle mineur de a;; le déterminant A;; de la matrice obtenue en supprimant la i*me ligne et la j*me

colonne de A.

» On appelle cofacteur de a; j le scalaire (—1)" Ay ;.
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Proposition 5.5
Soit A = (aij)1<i,j<n € Mn(K).

» Développement par rapport a une ligne : soit i € [1,n];

det(A) = Y (=1)"ai;A,
j=1

» Développement par rapport & une colonne : soit j € [1,n];

det(A) = ) (1) ai;A:

i=1

Exemple 5.2
En développant par rapport a la premiére colonne :
147
58 4 7 4 7
25 8|=+1 — =0
6 9 69 58
3679
En développant par rapport a la deuxieme ligne :
147
4 7 17 14
258|=-2 = =0
6 9 39 36
3679

REMARQUE. Cette technique de calcul de déterminant révéle tout son intérét lorsque I’on développe par rapport & une ligne
ou une colonne qui comporte beaucoup de zéros. ll

Exercice 5.3

abb
Calculde |[b a b|.
b ba

Corollaire 5.1 Déterminant d’'une matrice triangulaire
Le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

REMARQUE. On retrouve le fait qu'une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont
non nuls. W
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-

1 2 -2 3

32 4 1|
2 2 1 0|
1 -2 -3 -4

=2

=2

Wt Calcul du déterminant par pivot de Gauss et développement

On a tout intérét a développer par rapport a une ligne ou une colonne comportant beaucoup de zéros. On utilise donc
le pivot de Gauss pour faire apparaitre des zéros.

12 -2 3
0 8 -2 10 L, « L+3L,
L3 — L3 — 2L1
0 -2 5 —6 Ly, « Ls—L;
0 -4 -1 -7
8§ =210
—2 5 —6 |en développant par rapport a la premiére colonne

—4 -1 -7
—4 -2 10

=—2| 1 5 —6 |enfactorisant par —2 la premiére colonne

2 -1 —7

1 5 —6
—4 -2 10| LieLl
2 -1 -7
1 5 —6
0 18 —14
0 —11 5

L, « L, +4L,
L3 — L3 —2L1

18 —14
11
—2(18 x5—14 x 11) = —128

en développant par rapport a la premiére colonne

Proposition 5.6 Déterminants de Vandermonde

Soient x¢, ...,Xn N+ 1 complexes.

1T 1 .01

X0 X1 ... Xn

2 L2 2

Xy X] ... Xz | = I I (Xj_xi)
0<i<j<n

n ,n n

X3 X7 ... XD

Proposition 5.7 Déterminants par blocs

Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs (et a fortiori diagonale par blocs) est le produit des déterminants

des blocs diagonaux.

ATTENTION ! En général

AB#
c|D
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5.4 Comatrice

Définition 5.3 Comatrice

Soit A € M, (K). On appelle comatrice de A la matrice des cofacteurs de A i.e. com(A) = ((—1) Aij)igijgn.

Proposition 5.8

Soit A € M, (K). Alors * com(A)A = At com(A) = det(A)L,.

En particulier, si A est inversible : A~ = tcom(A).

det(A)

REMARQUE. Cette formule est souvent inutilisable en pratique. Néanmoins pour n = 2, il convient de retenir la formule
suivante.

d —
SiA = ac est inversible (i.e. si ad — bc # 0) alors A~ = adlbc ¢ . i
bd -b a

Exercice 5.4

Montrer que A € GL(Z) & det(A) = £1.

6 Systémes linéaires (hors programme)

Proposition 6.1 Formules de Cramer

séme

Soient A € GL,(K) et B € K™. Pour j € [1,n], on note A; la matrice obtenue en remplacant la j¢ colonne de A

X1
par B. L’unique solution X = du systeme AX = B est donnée par :
Xn
. det A;
vje,n], x5 = detA]

ATTENTION ! Ce résultat a un intérét purement théorique. Il est hors de question d’utiliser cette méthode pour résoudre
en pratique un systéme linéaire dés que n > 4. En effet, cela nécessiterait le calcul de n + 1 déterminants de taille n, ce
qui est bien plus long que notre bon vieux pivot de Gauss'!

Néanmoins, pour n = 2, on peut retenir les formules suivantes.

— Résolution d’un systéme de deux équations a deux inconnues

b =
Le systeme ax+by=¢ admet une unique solution si et seulement si ad — bc # 0 et dans ce cas :
cx+dy ="~
eb ae
x— fdl ed—fb e f]  af—ce
“lab| ad—bc YT bl ad—be
cd cd
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