Lycée Jean Bart — MPSI — Année 2017-2018

CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N’1 — 16 SEPTEMBRE 2017

EXERCICE 1 — ‘(QUANTIFICATEURS).‘

1) a) La négation de “Im e R, Vz eI, f(x) > est’VmE]R dxel, f()<m‘

b) La négation de “V (z,y) € I%, f(z) x f(y) = 0" est |3 (z,y) € 1%, f(x) x f(y) <
c¢) La négation de “Vzg € I, Ve >0, 3a >0, Ve € I, ||z —zg| < o] = [|f(z) — f (z0)| < €]” est

’ Jdzpel, de >0, Va >0, Jz € I, H:c—a:o]<a]/\[|f(a;)—f(a:0)\25]‘.

2) a) L’assertion “la fonction f n’est pas décroissante sur I” peut se traduire a 'aide de quantificateurs par :

I(z,y) € I, [z <y Alf(@) < fW)] |

b) L’assertion “la fonction f admet un maximum sur I” peut se traduire a l'aide de quantificateurs par :

]3x061 Vee I, f(z) < f(xo)\.

¢) L’assertion “tout nombre réel est un nombre complexe” peut se traduire a l'aide de quantificateurs par :

]v:ne R, z € (C‘.

1)
EXERCICE 2 — ‘ (RECURRENCES). ‘ ) D’apreés le cours : |Vn € N, Z k= L
: n+1)
Pour tout entier naturel n, posons P(n) : ¢ Z k= T” et prouvons P(n) par récurrence sur n.
e : 0(0 + 1) o :
» Initialisation. D’une part : Z k = 0. D’autre part : ———= = 0. Ainsi ’P(O) est vraie. (#) ‘
k=0
» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier naturel n. On a :
n+1
n(n+1) nn+1)+2(n+1) . . (n+1)(n+2)
Spa1 = Zk— Zl{: +(n+1) 7+(n+1): 5 dou:SnH:f.

Ce qui prouve que P(n + 1) est vraie, et établit ’héredité de la propriété. (é)
» Conclusion. On déduit de (#) et de (&) que P(n) est vraie pour tout entier naturel n, ce qu'’il fallait démontrer.
2) a) On a:|uy =13|et |ug =35

b) Pour tout entier naturel n, posons P(n) : “u, = 2" 4+ 3" et prouvons P(n) par récurrence (double) sur n.

» Initialisation. D’une part : 2° 4 3% = 2 et d’autre part : ug = 2 (d’aprés 'énonce). Ainsi ’ P(0) est vraie. (M) ‘

Par ailleurs, on a : 2! + 3! = 5 et d’autre part : u; = 5 (d’aprés ’énoncé). Ainsi ’P(l) est vraie. (éh) ‘

» Hérédité. Supposons P(n) et P(n + 1) vraies pour un certain entier naturel n. On a :
Unt2 = DUpt1 — 6up =5 x (27T +37F1) — 6 x (2" 4+3") =10 x 2" + 15 x 3" — 6 x 2" — 6 x 3"

=4 x 2" +9 x 3" d’ou finalement : U190 = ont2 4 3nt2

Ce qui prouve que P(n + 2) est vraie, et établit ’hérédité de la propriétée. (Q)
» Conclusion. On déduit de (M), (&) et de (V) que : ’Vn eN, u, =2"+3" ‘

. Prendre la négation de “f est décroissante sur I”, qui se traduit par : V (z,9) € I?, [z <y] = [f(z) = f(y)].
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EXERCICE 3 — ’ (SOMMES DIVERSES). ‘ Dans cet exercice, n désigne un entier naturel quelconque, et x un
réel quelconque également.

1) Soit n un entier naturel quelconque. On a :

N 52k+1 n k 1— 2n—|—1 1— 2n+1
5= 3y (9) e ORI O [

£ 2k 2\ 2 1-(9/2) (—7/2)

((9/2)“+1 - 1)

~| o

n

2) Soit m un entier naturel quelconque. On a : Sy = Z (:(,'2) . On reconnait une somme de termes d’une suite

k=1
géométrique de raison x2, dont le calcul nécessite que 1’on distingue le cas ott 22 = 1 (cad lorsque z = £1) et le
cas ot 22 # 1.
n six==1
Explicitement : | .Sy = 1 _ g2n
%2 .2 size R\{-1;1}

n
3) D’apreés la formule du binéme de Newton : |Vn € N, Vz € R, S5 = Z <Z> 23k = (x3 + 1)" .
k=0

. 1 k+2
4) Pour tout entier naturel k, on a : In (1 + kz+1> =In (M) =In(k+2)—In(k+1).

n

n
1
Par suite, pour tout entier naturel n on a : Sy = Zln (1 + k:—i—l) = Z In(k+2)—In(k+1)].
k=0 k=0

On reconnait alors dans I'allégresse une somme télescopique, ce qui permet de conclure : ’Vn e N, Sy=1In(n+2) ‘ t

EXERCICE 4 — Pour commencer, on peut observer que P 1 @, définie comme la proposition P A @, est logique-
ment équivalente & PV @ (c’est une des deux lois de De Morgan).

1) Ci-contre, la table de vérité de P 1 Q.

PlQ|P|QIPTQ=PVQ
2) Si A [respectivement B| est ’ensemble des éléments qui vérifient VIVIFIF F
l'assertion P [respectivement l'assertion @], alors ’ensemble des élé- VIFIF |V vV
ments qui vérifient P 1 Q est ’ ANB=AUB ‘ Flv]|Vv]|F v
3) Soient P, @ et R trois assertions logiques. FIFIV]V v

Onad’unepart:PT(QTR)EP\/(QTR) don:|PT(QTR)=PV(QAR)|

D’autre part : (PTQ)TR=(P1Q)VRdou:|(Pt1Q)TR=(PAQ)VR|

Placons-nous dans le cas oil P est fausse, et oi1 Q et R sont vraies. Alors : (P A Q) V R est fausse, tandis que
PV (Q A R) est vraie.

‘Il s’ensuit que les assertions (P 1T Q) T R et P 1 (Q 1 R) ne sont pas logiquement équivalentes. ‘

4) Par deéfinition de 'opérateur NAND, on a : (P 1 P) = (P\/P). Dot : | (P 1 P)=P|

5) Soient P et @ deux assertions mathématiques. On a :

> dunepart: (P1Q)1(P1Q) =PTQVPTQ =FPTQ=PVQ=PAQ=PAQ;
» et dautre part : (PTP)1(Q1Q)=(PTP)V(Q1Q) =(PVP)V(QVQ)=PVQ
Conclusion : PVQ=(P1TP)1(Q1Q)et PANQ=(PTQ)T(PTQ)|

1. De fait, on a : S4 = In(n + 2) — In(1), mais In(1) = 0.
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6) Puisque : [P = Q] = P V Q, on déduit des questions 4 et 5 que :

P=QI=[(PtP)1(P1P]1[Q1Q]

EXERCICE 5 — ‘ (ENSEMBLES). ‘ Soient E un ensemble, et A et B deux parties de £. On définit la différence
symétrique de A et B (et on note AAB) la partie : AAB = (A\B) U (B\A).

Le but de Pexercice est d’établir que : AAB = (AU B)\ (AN B). On propose ci-dessous deux méthodes pour y
pervenir.

» Méthode 1 (par double inclusion) — Commengons par prouver que AAB C (AU B)\ (AN B) : soit donc
x un élément de AAB. Alors, par définition, deux cas sont possibles : soit x € A (et alors z ¢ B), d’'on x € AUB
et z ¢ AN B, cest-a-dire x € (AU B)\ (AN B). Lautre cas est x € B, qui se traite de fagon analogue. On en
déduit déja que | AAB C (AU B)\ (AN B)]

Montrons V'inclusion réciproque. Soit x € A (et alors x ¢ B sinon z serait dans AN B), dot z € AU B et
x ¢ AN B, c’est-a-dire : x € (A\B) U (B\A). Soit « € B et un raisonnement analogue permet encore une fois de

conclure. On en déduit l'inclusion réciproque, et donc finalement ’égalité : ’AAB = (A\B) U (B\A) ‘

» Méthode 2 (ensemblistement) — On a :

AAB = (A\B)U(B\A)

< AAB = (ANB)U(BNA)

< AAB = [AU(BNnA)|n[BU(BNA)] (distributivite)

< AAB = |(AUB)n[AUA]|n||(BUB|n(BUA)| (re-distributiviteé)
=FE =F

< AAB = [(AUB)NEIN[EN(BUA)]

<~ AAB = (AUB)N(AUB)

< AAB = (AUB)N(ANB) (loi de Morgan)

< AAB = (AUB)\(ANB)

(Conclusion.  AAB =(AUB)\(AnB)|

EXERCICE 6 — ‘(SIMPLIFICATION DE SOMMES).‘

1) a) Soit n un entier naturel non nul. D’apres la formule du binéme de Newton :

Sn.o = Z (—1)* (n) =(1+(-1)"=0"=0 Conclusion : Vn e N*, §,0=0

0
b) En revanche : | Spo = Z (-1)° <0) =1}

k=0

2) a) Soit n > 1. On pose : Var € R, f(2) = Y_ (-1)* <Z> o
k=0

D’apreés la formule du binome de Newton : [V € R, f(z) = (1—z)"|
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b) La fonction f est dérivable sur R et on a (suivant que 'on utilise 'expression de la question précédente, ou la
deéfinition de 1’énonceé) :

Vze R, flz)=-n(l—2)"""| et |VzeR, flz)= Zn:(—n’“ (”)kx’“

1
) $11= 3 (-1* () dou S = 1)

k=0
Par ailleurs, pour tout entier n > 1, on peut calculer f'(1) grace aux deux expressions de la question précédente

pour obtenir :
n

0= Z (‘Uk <n>k ‘Conclusion :S11=—-letVn>1, S,1 =0 ‘

k
k=1
3) a) Soient n et k deux entiers naturels non nuls.
. n n! n! (n—1)! n—1
> Sik<nalors: k() =k - - -
SLE < m, alors <k> K-k k—n—k) -1 (n—Fk) ”(k - 1)

. n n—1 . .o fn\  (n-—1
» Si k> n, alors : <k> =0et <l<:—1> = 0 d’olt en particulier : k(k) n<k_1>

Observons enfin que lorsque n est nul et k£ est non nul, les deux termes de 1’égalité sont tous deux égaux a 0.

k k—1

Conclusion : ¥n € N, VE € N*, k(“) - n<” - 1)

b) Soient k et n deux entiers naturels non nuls.

) n n—1 n—1 I . : . n—1 — n _ n—1
)Slk>n,alors.<k>—0, (kl)—Oet< i )—Odouenpartlcuher.<k1>—<k> ( k >
n n—1 n—1 n—1 n n—1
» Si = : = = = "ot I I : = o
Si k = n, alors <k> 1, <k—1> 1et < i > 0 d’ou en particulier <k:—1> <k> ( k >

n n—1 n—1 n n—1 n—1
> : = ’ 3 1 i ol - = .
Enfin k£ < n, alors <k> < 1 >+ <k: _ 1) d’apreés la relation de Pascal *. D’ol (k:) ( I > (k: B 1)

1l reste & observer que dans le cas particulier ou n est nul, tous les termes de 1’égalité sont égaux a 0 pour conclure :

. n n—1 n—1
men v, () (") = ()

¢) Soient n et p deux entiers naturels. On a, d’aprés la question a) :

- n - n - n—1
-~ — _1)k p+1 _ _1)k P _ _1)k P
S =30 (0 (1) 07 = 3 0 (1) =30 ()
k=0 k=0 k=0
En utilisant la question précédente, on obtient donc :

Snp+1 = nkzn:o(—l)k <<Z> - <n ; 1)) kP

n

oG (e gor(3)e)

—1
Il reste & observer que : Z (1) <n i ) kP
k=0

n—1

n—1
Z (1) < i > kP puisque le terme correspondant a k = n
k=0

-1 i -1
dans cette somme est nul, du fait que <n ) = 0. Par conséquent : Z (—1)F <n k > kP = Sn_1p.
n
k=0

1. Qu’il n’était pas nécessaire de redémontrer.
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On déduit de cette remarque et de la relation (&) : | Sppt1 =1 (Snp — Sn—1p)

e) Raisonnons par récurrence sur 'entier naturel p. Notons R(p) la propriété :
R(p): “Vn>p, Spp=0"

La propriété R(0) est vraie d’aprés la question 1-a) : la propriété est donc initialisée.
Etablissons son hérédité. On suppose donc que la propriété R(p) est vraie pour un certain entier naturel p, et on
veut établir que R (p + 1) est aussi, c’est-a-dire que :

Vne N, n>p+1] = [Shpt1 =0

Soit n € N, avec n > p+ 1.
D’apres la relation établie dans la question précédente : Sy pr1 = n (Spp — Sn—1p)-
Par hypothése de récurrence, Sy, = Sp—1,p, = 0 et on en déduit que Sy, p+1 = 0.

Ce qui entraine que R(p + 1) est vraie, et prouve ’hérédité de la propriéteé.

’Conclusion VpeN,VneN,n>p, Sp,= O‘

EXERCICE 7 — ‘ (TECHNIQUE). ‘ Soit n un entier naturel non nul. En utilisant la relation de Pascal, il vient :
- on+1 - ey 2n - w [ 2n - . (2n
g () ez () () - (e () - (B

En changeant 'indice dans la premiére somme, on obtient alors :
—1

Sp =1+ CZ; (—1)kH! (%:)) + (é (—1)* (%:)) — 14+ > [(—l)’“+1 + (—1)"} (?) — 1+ (=" (?)

=0 pour tout k&

3

2
On a donc établi que : Vn € N* S, = (-1)" (:)

2
Par ailleurs : Sy = 1. On en déduit que : |[Vn € N, S, = (—1)" ( n)
n




