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Quelques types usuels de suites

MPSI

Partie 1 : Suites récurrentes affines du premier ordre a
ceefficients constants

Dans tout ce qui suit K = R ou C.
Il s’agit des suites (u,)nen de K telles qu'il existe (a, b) € K2 tel que :

Vn € N, upt1 = au, +b.

1) Donner la nature de la suite lorsque a = 1.

2) On suppose a # 1. Montrer qu’il existe A € KK, tel que :
Vn € N, up, =a"(ug — A) + A.

3) Applications : Etudier la suite (u,), définie par

Partie 2 : Suites récurrentes linéaires du second ordre a
ceefficients constants

Soit (a,b) dans IK2. On désigne par E, , 'ensemble des suites (u,)nen & valeurs dans K
telles que
Vn € N, Upio = aUnt1 + bup,
appelées suites récurrentes linéaires du second ordre a coefficients constants.
4) Montrer que E, ; n’est pas vide.
5) Montrer que toute combinaison linéaire de deux éléments de E, ; est élément de E, ;.

6) Notons (Up)nen, (Va)nen les deux éléments de E, , définis par :
Uy = 1,
Vs =0,

a/ Soit (a, B) € K2 tel que Vn € N, aU, + fV,, = 0. Montrer que o = 8 = 0.
On dira que ((Up)n, (Vn)r) est libre dans E, 5.

b/ Soit (up),

Uy =0
=1

€ E, . Montrer que
Vn € N, up = ugU, + u1 Vi,

On dira que ((Un)n, (Vn)n) est générateur de E, p.

Partie 3 : Recherche d’éléments particuliers de E,

Léquation r? — ar — b = 0, d’inconnue r € K, est appelée 'équation caractéristique des
suites récurrentes linéaires du second ordre a ceefficient constant. On pose A = a? + 4b.
7) On suppose que A # 0 (lorsque K = C) ou A > 0 (lorsque K = R).
Montrer qu'’il existe r; et 7, dans K tel que toute suite de E, , s’écrive comme combi-
naison linéaire des suites géométriques (r})n, (r5 ), appartenant a E, ;.

8) On suppose que A = 0.
Montrer qu’il existe ro dans K, tel que toute suite de E, ; s"écrive comme combinaison
linéaire des deux suites (73),, (n7g~ "), appartenant a E, p.

9) On suppose que A < 0, (K = R). On note E, , 'ensemble des suites complexes
(un)nen Vérifiant la récurrence :

Vn € N, Upyo = aUni1 + bup,.

a/ Montrer que B, = B, , N R".
b/ Montrer que B, , = {17 + A2 )nen/ (A1, A2) € C?}, ol vy et v, sont & déter-
miner dans C.
¢/ Montrer que :
Bop = {0} + ArT)nen/ A1 € C}.
d/ En posant

1

>‘1 = E(A_zB)) (A7B)€]R2a

p = |ri|, 6=arg(r1).

Déduire de ce qui préceéde, la forme générale des éléments de E,

Partie 4 : Applications

10) Suite de Fibonacci
Calculer le terme général de la suite (¢, )new telle que

{ ¢0:0) ¢1:1
Vn €N, ¢niz2 = Pnt1+ ¢n

11) Calculer u,, sachant que

U,OZO, ’U.1:1
Vn € N,

Unt2 = _2un+1 —4u,
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