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Concours d'Entrée

DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

OPTION A
Durée : 4 heures

Calculatrice et ordinateur non autorisés

Objectif et remarques :

= On se propose, dans ce sujet, d’étudier la définition de plusieurs intégrales dont les intégrandes
sont définies a partir des fonctions trigonométriques circulaires et la fonction logarithme
népérien puis de déterminer leurs valeurs lorsqu’elles sont bien définies. Pour cela, I’énoncé
utilisera diverses méthodes.

= La partie | est indépendante des autres.

= | ’appréciation des copies tiendra compte de la rigueur des raisonnements.

Notations :

o0 K

= Dans le probléme, on notera o la fonction numérique de variable réelle définie par o(x) = Z—Z

k=1

2
et I’on pourra s’appuyer (sans justification) sur le résultat classique : o(1) = %

PARTIE I :

Dans cette partie, a est un élément de R\{-1,1}.

1/ a) Montrer que : VteR a’-2.a.cos(t)+1>0 .

b) En déduire qu’il est l1égitime de considérer I’intégrale

J.On In(a® — 2.a.cos(t) +1).dt,

que I’on notera I, dans la suite.
c) Etablir que 1y =1y, + 2.m.Inja| sia#0.
2/ SoitneN’".
a) Décomposer le polyndme X>"-1 en produit de facteurs irréductibles de C[X].

n

2n
b) En conclure que : H[az _ 2,a_co3ﬁ+1j _(a +1)-(al n
k=1 n a—

3/ a) En déduire la valeur de I, si |a]<1. (On pourra exploiter la notion de somme de Riemann.)
b) Que vaut I, si |[a|>1?
4/ Justifier, si (x,y)eR? et x22y?, la définition de I’intégrale impropre

J'On In(x2 —2.x.y.cos(t) + y?).dt
puis indiquer sa valeur.
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PARTIE Il :
On définit la fonction F, de R? dans R, par :

FOuY) = | O“” In[x2.cos?(8) + y2.sin(8)].d6 .
5/ a) Constater que, si (x,y)eR?, alors:
v0e[0,n/2] x*.cos?(8)+y?.sin’(8) e[x2 Yy ]Uly® X .
b) Déterminer le domaine de définition de F (noté Dg dans la suite).
6/  Etablir que, si (X,y) eDg, alors (y,x) eDe et F(X,y)=F(y,X).

7/ Soient (u,v)eR"" et te[u,v]. Prouver que : |In(t)|<|In(u)|+|In(v)|. (On pourra remarquer que
—In est convexe.)
Dans la fin de cette partie, yeR"" et Fy la fonction de [0,y] dans R définie par :

Fy(x) = F(x.y).
8/  a) Soit (Xp)nen Une suite a valeurs dans ]0,y] qui converge vers 0. Constater que :
vneN v0e]0,n/2] |In[xq2.cos?(8)+y?.sin?(8)]|<2.[|In(y)|+|In(y.sin(6)]] .

b)  En deduire que Fy est continue en 0. (On pourra utiliser le « théoréme de la convergence
dominée ».)
9/  a) Montrer que, sine€]0,y], xe[n,y] et 6€]0,7/2], alors :

<2.—.

b) En déduire que Fy est dérivable sur ]0,y].
c) Si xe]0,y[, exhiber deux nombres réels A et p tels que :
1 A 1)
2 2 2 2 T2 w2 2 + 2 !
(Y2 X2 +x7). (X7 +1) Yo X2 +xT X+l
T
+y
10/ a) Déduire enfin de ce qui précede une expression simple de F utilisant les fonctions usuelles.

d) En conclure que : Vxe]0,y[ Fy’(X) =
X

b) Evaluer, en particulier, les intégrales J'Onlzln(cos(t)).dt et j;lzln(sin(t)).dt.

PARTIE 111 :
On considére ici deux nombres réels strictement positifs a et b.

11/ a) Verifier qu’il est licite de considérer le nombre réel F (noté p dans la suite)
+a

puis que pe]-1,1].

+o K
b) En déduire que : 2.3 2 .Cosi(<k.n/2) _
k=1

12/ Constater qu’il est 1égitime d’envisager I’application f, t-périodique de R dans R, satisfaisant

vxeR f(x) = In(a®.cos’x+b%sin*x) puis évaluer f(rt/4).
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13/ a) Prouver que f est dérivable (sur R) puis établir que :

vxeR F'(x) = 4.3 [p* sin(2kx)].

k=1
b) En conclure que : VxeR f(x)=2. —-2. Z p" COS(Z K. X)
14/ a) Déterminer les coefficients de Fourier trigonométriques de f (considérée comme
application mt-périodique).
b) Retrouver le résultat établi a la question 9/ de la partie II.
15/ En exploitant « la formule de Parseval », conclure de ce qui précede que :

[T dx =2m 2. —.o(p?)] .
PARTIE IV :
On envisage, dans cette derniere partie, les suites réelles (an)nen= €t (bn)nen+ définies par :
VNeN” an= —— et bp= .
n+1 n+1

16/ a) Déterminer précisément le domaine de definition de .
b) Justifier que o est continue (sur son domaine de définition).

c) Montrer que : o(-1) =- —.
17/ a) Etablir la convergence simple de la suite (gn)nen*, d’applications de ]0,=[ dans R, définie

par: VneN" vxe]0,n[ gn(X) = In?[an?.cos*(x)+bn2.sin’(x)] .

b) Montrer que: ¥neN Vxe]0,n[ gn(X) <4.In2

(On pourra remarquer que la restriction de la fonction sinus a [0,—] est concave et utiliser la

question 5/ a).)
18/ En conclure qu’il est Iégitime de considérer les intégralesJ'Oﬂlz[ln(cos(t))]2 dt,

[ 0’”2[|n(s,in(t))]2 dtet | Onlz(ln(sin(t)).In(cos(t))).dt puis indiquer leurs valeurs.

(On pourra utiliser le théoréeme de « la convergence dominée ».)
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