I.S.F.A. Concours d’entrée 2011

DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
OPTION A
Durée : 4 heures
Calculatrices/téléphones non autorisés

Notation : Par la suite, N*, Z, Q et R désignent respectivement les ensembles des
nombres entiers naturels non nuls, entiers relatifs, rationnels et réels. R* désigne l'en-
semble des nombres réels strictement positifs.

1. INTEGRATION

(1) Calculer les intégrales suivantes :

(a) foz max(In(1 + z?),1)dz,

1
(b)/ li_)nl \/:17 +\/z + /... + V& dz en justifiant d’abord I'existence de la limite.
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n racines

(2) Montrer que pour tout n € N*,
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2. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Soit la fonction v : [0,10] x R — R, solution de I’équation suivante :

ov ov 0% a’
W) =G+ [P o)+ 20 - T35 ] =0 V) € 0,10 xR
(2)  v(10,z) =2* —x Vz €R.
On cherche une solution de la forme

(3) v(t, ) = (t)a* + p(t)z + p(t),

ot v:[0,10] = R% et ¢, p:[0,10] — R sont des fonctions dérivables a déterminer.

(a) Calculer %(t, x), %(t, x) et %(t,x) en fonction de x et des fonctions v, ¢ et p.

(b) En utilisant (2), trouver les conditions terminales v(10), ¢(10) et p(10).

(c¢) Que devient I’équation (1)?

(d) Rappeler ou retrouver le maximum dune fonction z — az? + Bz +c o a < 0 et
B,c € R. En déduire le maximum de la fonction a +— —g—;(t, x)(r+2a)— %
W (1) et &(t x) sont les dérivées trouvées au i int devient I’équati
90 (L 5.2 (ts premier point. Que devient ’équation
(17

(e) Trouver les équations aux dérivées partielles vérifiées par les fonctions 7y et .

(t,a:)“;, ou

(f) Calculer les solutions des équations trouvées au point précédent. Calculer la fonction p.

(g) En déduire la fonction v.



3. POLYNOMES

Soit m un entier naturel non nul.
On pose A = (X +1)?" — 1, polynome de R[X].

(1)
(2)

(3)

Montrer que I'on peut écrire A = X x B ou B est un polynéme de R[X] dont on
précisera le degré, le coefficient dominant et le terme constant noté bg.

Déterminer les racines de A dans C (I’ensembles des nombres complexes). On
posera zg = 0 et les autres racines z1, ..., zo,—1 seront mises sous forme trigonomé-
trique.

On pose

k=1
Montrer que
2n—1 .
P, = H sin (2>
k=n+1
En déduire que, si
2n—1

Qn = II SH[(SZ)’
k=1

alors P, = /Qp.

2n—1
Calculer de deux facons H zk. En déduire @Q,, et P,.
k=1
On pose F = %. Déterminer la décomposition de F' en éléments simples sur C.

Question indépendante : Soit P € R[X], P = X" + X"~ ! + ..+ X + 1. Soient
x1,%2,...,T, € C les racines de P. Calculer

"1
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4. MATRICES

Notations et notions preliminaires : Soient p et g appartenant a Z et

[p.ql ={m:meZ|p<metm<q}.

M, (R) désigne I'algebre des matrices carrées d’ordre n, n étant un entier supérieur ou

égal a 2, dont les éléments sont des réels. On note I,, la matrice identité d’ordre n et J,
la matrice de M,, dont tous les éléments sont égaux a 1.

Pour tout A € M,,(R), on note a;; I’élément de la i-eme ligne et de la j-éme colonne

de la matrice A.

Une matrice A = (a;;) appartenant a M,,(R) est dite matrice semi-magique s’il existe

un réel o(A) vérifiant :

Vi e [1,n], Zaij =o(A) et Vje][ln], Zaij =o(A).
j=1 i=1
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Une matrice A € M,,(R) est dite matrice magique si elle est semi-magique et si en plus

U(A) = tT(A) = E Qg -
i+j=n+1
1<i,j<n

Les ensembles des matrices semi-magiques et magiques d’ordre n seront notés respecti-
vement P, et Q,,.

Une matrice magique A est définie carré magique si la propriété suivante est vérifiée

{aij; (27.7) € Hlvn]]2} = H17n2ﬂ‘

L’objet de ce probleme, dont les trois parties peuvent étre traitées indépendamment, est
I’étude de P, et Q,, et de certaines propriétés des matrices magiques.

Partie I

I.1 Montrer que si A est un carré magique d’ordre n, le réel o(A) vaut nécessairement
n(n?+1)

5
1.2 Montrer qu’il n’existe pas de carré magique d’ordre 2.

Partie I1

I1.1 Montrer que P, est un sous-espace vectoriel de M,,(R) et que 'application o est
une forme linéaire sur P,. Vérifier également que Q, est un sous-espace vectoriel de

P
I1.2 Vérifier que la matrice J,, est magique. Calculer pour p € N*, la matrice .J5.

I3 a) Montrer qu'une matrice A de M,,(R) est dans P, si et seulement si il existe
un réel A tel que AJ,, = J,A = A\J,. Quelle est alors la signification de A7

b) Montrer que P, est une sous-algebre de ’algebre M,,(R). Que dire pour Q,, 7
¢) Montrer que 'application o est un morphisme d’algebres de P,, dans R.

d) Soit A une matrice inversible de P,. Montrer que o(A) est non nul, que A~}
appartient & P, et que o(A~!) = ﬁ. Réciproquement, si A appartient a P, et

que o(A) est non nul, peut-on conclure que A est inversible 7
Partie I11

On note maintenant M,, = (m;;) la matrice d’ordre n qui vérifie m;; = 0sii+j #n+1
etmijzlsii+j:n+1.
Une matrice A = (a;;) appartenant a M, (Q) appartient a I’ensemble P, (Q) si il existe
un rationnel o(A) vérifiant :

Vie[ln], > aj=0(A) et Vje[Ln], Y ay=o(A).
j=1 i=1

Une matrice A € M,,(Q) appartient a 'ensemble Q,(Q) si elle appartient a P, (Q) et si
en plus sa trace et la trace de M, A sont égales a o(A).
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III.1 Montrer que P,(Q) = 9,(Q) ® QI,, ® QM,,.
II1.2 Montrer que P,(Q) est une sous-algebre de M,,(Q).
IT1.3 Montrer que si A € Q3(Q), alors AP € Q3(Q) pour tout p > 1 impair.

II1.4 Le résultat de la question précédente est-il encore valable pour des matrices ma-
giques en dimension supérieure ?



