SESSION 2017

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE MP

Partie I - Variables aléatoires entiéres décomposables

I.A - Premiers exemples
On notera Rx le rayon de la série entiére de somme Gx.

I.A - 1) Si X~ X', alors Gx = Gx. Réciproquement, pour tout n € N, 0 < P(X =n) < 1 et donc Rx > 1. On sait alors
que

Gx=Gx' =>Vte]l—1,1[, Gx(t) =Gx/(t) =M eN, P(X=n) =P(X'=n) = X~X.

I.A - 2) On sait que pour t € ]|-Rx,Rx[, Gx(t) = E (tx). Y et Z sont indépendantes et donc t¥ et t% le sont. Par suite,
pour tout t dans ]—Min{Ry, Rz}, Min{Ry, Rz} (au moins)

Gx(t) =E(t*) =E (t"t%) = E (t") E (t*) = Gy(t)G2(t).

I.A - 3) Sin > 2, on sait que X est la somme de n variables de Bernoulli indépendantes X;, T < i < n, de mémes lois
AB(1,p) et en particulier est la somme des deux variables indépendantes X7 + ...+ X1 et Xy, ces deux variables n’étant
pas constantes presque srement (car n —1 > 1 et p €]0, 1[). Dans ce cas, X est décomposable.

Sin=1etsi X =Y+ Z, I'événement X = 0 est 'événement (Y,Z) = (0,0) et I’événement X = 1 est I’événement
(Y, Z) = (1,0) ou (Y,Z) = (0,1). Ceci impose que I'un des deux événements Y = 0 ou Z = 0 soit I’événement certain et
donc X n’est pas décomposable.

I.A - 4) a) Pour tout t > 0, A(t) > 0. A n’a donc pas de racine qui est un réel positif. Par suite, on ne peut avoir

deg(U) =1 (resp. deg(V) = 1) car alors les deux coefficients de U (resp. V) sont non nuls de signes contraires. Si U et V
ne sont pas constants, il ne reste plus que la possibilité deg(U) = deg(V) = 2.

1 1
A’ = 4T3 + 2. Le polynéme A est strictement décroissant sur —oo,—3—\/z] et strictement croissant sur {—3—,—1—00 {

V2
Puisque A(—1) =0 A(—L> =1-— i < 0 (car (i) = E < 1)et A(0) =1 > 0, le polynéme A admet
4 ’ V2 232 232 16 ey
1
exactement deux racines réelles a savoir —1 et un réel to élément de | ——=,0 [ De plus, —1 et to ne sont pas racines de

V2

A’ et donc sont racines simples de A. Ainsi,

A=T+D) (TP =T +T+1) = (T+1)(T—to) <T2+(t0—1)T—tl)
0

= (T2 +(1—to) T —to) <T2+(t0—1)T—%),

1
le polynome T2 + (to — 1) T — ™ n’ayant pas de racine réelle. U et V étant & coefficients réels, il n’y a qu’une possibilité,
0

1 1
quite & échanger les roles deUetV:U:?\(Tz—i—(]—to)T—to), A>0,etV = 3 <T2—|—(to—1)T—t—>, A > 0. Mais
0

alors, V a un coeflicient strictement négatif, & savoir X (to —1).

Donc 'un des polynémes U ou V est constant.

1
b) Soit X une variable aléatoire suivant la loi A (2, §> X est décomposable d’aprés la question 3. Pour t € R,
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ze(t)zP(XZZO)+P((X2=1)t+P(X2=4)t4:P(X:0)+P(X:1)t+P(X:2)t4:%t“—&-%t—i—%

(t*+2t+1) = l A(t)

m—t

1
et donc Gyxz2 = ZA. Si X? est décomposable, X =Y + Z o Y et Z sont indépendantes et Y et Z ne sont pas constantes

presque siirement. Gy et Gz sont des polynomes (car Vk > 5, P(Y = k) =P(Z = k) = 0) a coefficients positifs et de plus
Gx = GyGz ou encore A = 4GyGz. Mais alors, Gy ou Gz est un polyndéme constant d’aprés la question précédente ou
encore Y ou Z est constante presque stirement, ce qui n’est pas. Donc, X? n’est pas décomposable.

I.B - Variables uniformes

I.B - 1) Variables uniformes décomposables

X X
a) Soient Q = E <E> puis R = X —aE (E) Q et R sont des valeurs aléatoires définies sur (), a valeurs entiéres et
= [[O a—1T].

b) Q, =[0,b — 1] x [0,a — 1] et pour (q,r) € [0,b — 1] x [0, a — 1], 'événement (Q,R) = (q,T) est ’événement
X=aq —|—r = k par unicité du quotient et du reste de la division euclidienne de k par a. Donc, ¥(q, 1) € [0,b—1] x [0, a—1],

PQ,R) = (g,) = .

=~

Soit (k,q) € [O,n—1] x[0,b—1]. Q=gq& q<—-<q+1&ag<k<aq+a&agq<k<aq+a—1T.
card([aq,aq+a—1]) = a et donc

o

Vae[0,b—1], P(Q=q) == = .

De méme, les entiers k € [0,n — 1] tel que R = r € [0,a — 1] sont les entiers v, a + r, ...(b — 1)a + r et donc,

vr e [o,vr— 1], ]P’(R:r):E:l_
n o a

c¢) Pour tout (k,q) € [0,n—1] x [0,b — 1],

1 1

P(Q=q) x PR=1) = — x — = — = P((Q,R) = (q,7)).

Donc, les variables Q et R sont indépendantes et il en est de méme des variables Y = aQ et Z =R. De plus, X =Y + Z et
Y et Z ne sont pas constantes presque stirement (car a > 2 et b > 2). Donc, X est décomposable.

1
Gx = —~ (14+T+...4 T "). D’aprés ce qui précéde,

1
b a n

— _ 1 1 a 1 2a 1 a(b—1) 1 1 1 2 1 a—1
GX—GGQGR—(b—I-bT +bT +...+bT a+aT+bT ...+aT

1
:H(1+T“+T2“+...+Ta(b*”) (T+T+T2+...+T).

1.B - 2) Variables non uniformes décomposables

T —1
a)Onpose P=T1+T+...+ T =

Si X est décomposable, il existe deux variables Y et Z, non constantes presque stirement, & valeurs entiéres et indépendantes
telles que X ~ Y+ Z. U; =nGy et Vi = Gz sont alors des polynomes a coeflicients positifs non constants tels que

P= TIGX = TleGz = U]V],
U] V]

— et V=—"—"-——
dom (U;) © dom (V1)
tels que P = UV. Par contraposition, si on établit le résultat de I’énoncé, alors X n’est pas décomposable.

puis U = = dom (U;) V7 sont deux polyndomes unitaires non constants a coefficients positifs

On note que sin =2, P=1+4T et il est déja obligatoire que U ou V soit constant ou encore X n’est pas décomposable.
On suppose dorénavant n premier supérieur ou égal a 3.

b) En particulier, n est impair. Les racines de P sont les n — 1 racines n-émes de 1'unité distinctes de 1 dans C et puisque
n est impair, —1 est 'une de ses racines. U étant & coefficients réels et quite a échanger les roles de U et V, U peut s’écrire
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1
1
sous la forme U = (T +1) H (T—wy) (T — w—) (de sorte que v = 21 + 1 est nécessairement impair) ou les wy sont des
k

racines non réelles deux a deux distinctes de 1 dans C (de sorte que o = Wy).
k
(r—1)/2 (r—1)/2
1 1 1 1 1 1
T _ — _ o _ _
T u(T> I (T+1> ( wk) (T k) (T+1) J] O0—Twy (1 ka)
k=1 k=1
(r—1)/2 : : (r—1)/2 :
=(T+1 J] (w0 ( )(T wk)<T——> T+ J] (T—wi) (T——)
Wi Wi Wi
k=1 k=1
=U.

1 o)
On note ensuite que T"P [ = | =Pet donc, TV | = | =——<% = —=V.
T T 1 u
TU( =
T
1
c) Légalite T"U (T) fournit 1+wr T+ ur 2T+ .o+ W T 2+ T 4+ T =1+ T+ur 2T+ e T2+

U T T+ T et donc Yk € [1,7 — 1], ur_x = uy (ce qui reste vrai quand k € [0,1] car up = u, = 1).
En identifiant les coefficients de T, dans ’égalité T = UV, on obtient

T=uvo+urvi+ur 2v2+ ...+ wWve 1 +uove =1+ Z Ur kv =1+ Z UV,
— k=1
.
et donc Z wvk = 0. Puisque tous les wvy sont des réels positifs, on en déduit que Vk € [1,r], wvi = 0.
k=1

d) Montrons par récurrence que Vk € [1,7], ux € {0,1} et v € {0, 1}.

e En identifiant les coefficients de T dans 1’égalité P = UV, on obtient w; +v; = 1. Puisque wyvy =0, on a
(LL] y V1 ) € {Oa 1}2

e Soit k € [1,7— 1]. On suppose que Vi € [1,k], (u1,v1) € {0, 1}%. En identifiant les coefficients de T**! dans I’égalité
P = UV, on obtient

T =wury1 +ugvi + ...+ W vk + Vi

Par hypotheése de récurrence, uxvy + ...+ ujvg est un entier naturel. Si uxvy +...+ujvg > 2, alors U1 +vir1 <0
ce qui est faux. Il ne reste que ux 1 +Vk+] e{0,1}. Si ugs1 +vie1 =0, alors ux 1 =vie1 =0. Siuge) +veag =1,
puisque Uy 1Vier1 =0, on a (Wey1,Viee1) = (1,0) ou (W1, Vier1) = (0,1). Dans tous les cas, (wii1,vie1) € {0,1}2

Le résultat est démontré par récurrence.

e) Par le méme raisonnement par récurrence qu’a la question précédente, en commengant par vy41 € {0, 1} obtenu en
analysant le coefficient de T™*', on obtient Yk € [r + 1,5 — 1], vi. € {0, 1}.

On prend la valeur en 1. On obtient n = P(1) = U(1)V(1) = rys7 ot 11 et s7 sont le nombre de coeflicients non nuls (et
donc égaux a 1) de U et V respectivement. Puisque n est premier,onar; =1let sy =nour; =nets; =1. Maisr; =1
(resp. s1 = 1) fournit deg(U) = 0 (resp. deg(V) = 0) ce qui est une contradiction. Donc, il n’existe pas de polynémes non
constants, unitaires, & coefficients positifs U et V tels que P = UV et on en déduit que X n’est pas décomposable.

Partie II - Variables infiniment divisibles

II.A - Variables bornées
II.LA - 1) Soit m € N*. On peut trouver (d’aprés le résultat admis par 1’énoncé) m variables indépendantes X 1, ...,

a
Xm,m, constantes égales & — suivant la méme loi que —. On a X ~ X;,1 + ... + X, m et les variables Xy, 1 <k < m,

m
ont la méme loi. X est donc infiniment divisible.

M M M X M
ILA-2)a)SiX; > — et X > —et...et X, > — alors X =X; +...+X;;, > M ou encore ﬂ <Xi>—> C(X>M)
n n n i n

puis
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P(ﬁ <Xi>%>> <P(X>M)=0.

i=1
n
. . . M . M
Puisque les variables X; sont indépendantes, on a encore | I PlX;> )= 0 et donc Fip € [1,n]/ P | Xy, > )=

i=1

M
0. Puisque les variables X; ont la méme loi, on en déduit que Vi € [1,n], P (Xi > ?) = 0 puis que Vi € [1,n],
P (xi < M) =)
n

M
De la méme fagon, Vi € [1,n], P (Xi < —;) =0 et finalement

P<Xi<M>—1—P<X>M)—P<X<—M)_L
n n n

b) Puisque les variables X; sont indépendantes et de mémes lois,

n n
V(X) =V (in> =Y V(X)) =nV(Xi).
i=1 i=1
MZ MZ
Ensuite, d’apreés la question précédente, P (X% < —) =TletP (X% > F) =0 et donc

n2

V(X1) =E(X}) —E(X)?

m? 2 2
<=5 Y P =X(w)
weQ, X3 (w)< ’:fzz
MZ 5 5 MZ
<7 ) P =Xw)=—
we
et donc,
M2 M2
V(X) =1V (X)) S n—y = —.
n n
2

M
II.A - 3) Ainsi, pour tout n € N*, 0 < V(X) < - Quand n tend vers +oo, on obtient V(X) = 0 ou encore P(X =
EX) =P ((X —EX))? = 0) =1 et donc X est constante presque stirement.
I1.B - Etude du caractére infiniment divisible de quelques variables entiéres

II.B - 1) Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale #(m,p), m € N* et p € [0,1]. X bornée (X est a valeurs
dans [0, m]) et donc X est infiniment divisible si et seulement si X est constante presque sirement. Ceci est équivalent a
p=0oup=1.

II.B - 2) On pose X =X; +...+ X et A =A; + ...+ A. Puisque les variables X; sont indépendantes, pour tout t € R,
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“+oo n

n +oo }\k —Ai
3 Pix =kt = Gx() = [T &x,(0 =] (Z %tk>

= H e (1) (on a redémontré un résultat de cours)

i=1

— oM AR (E=T) _ GA(t=T)

B +oo 7\ke_)‘ tk

B k!

k=0
Ake=A

et donc, par unicité des coefficients d’une série entiére, Vk € N, P(X = k) = o ou encore X suit une loi de Poisson
de paramétre A (on a redémontré un autre résultat de cours). .
II.B - 3) Soit X une variable aléatoire suivant une loi de POISSON de paramétre A. Soit n € N*. Soient Xi, ..., Xy,

n variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi de POISSON de paramétre A D’aprés la question précédente,
X ~X7+...4+ Xn. Xest done infiniment divisible. n

II.B - 4) D’aprés la question précédente, chaque Xi, i € [1,7], est infiniment décomposable : si, pour n € N*, on note
Xgi) - Xg), n variables aléatoires indépendantes suivant une loi de POISSON de paramétre Hi’ alors X%i) + .o+ XS)

g e

suit une loi de POISSON de paramétre A; ou encore Xj ~ Xgi) +...+ Xg).

On en déduit que chaque iX; , i € [1,7], est infiniment décomposable car pour tout n € N*, iX; ~ ngi) +...+ iX,(f), les
in(g), k € [1,n], étant indépendantes.

Il reste & démontrer que la somme des 1 variables indépendantes iXi, i € [1,n], est infiniment décomposable. Posons
T
X=> iX:.
i=1

Soit m € N*. Pour chaque i € [1,7], il existe des variables indépendantes a valeurs dans N, ayant la méme loi, X
X s telles que iX; ~ X+ 4+ x(Y

(1)

m,12

Gx

I
-
o
P
|
-
VN
3
()
2=
< _
I
-
/N
()
3=
o

i=1

N
Posons G, = H G 51111] G est un produit de séries entiéres de rayon au moins 1 a coefficients positifs et est donc une

i=1

.
série entiére de rayon au moins 1 & coefficients positifs. De plus, G (1) = H GEB,] (1). Ainsi, les coefficients an, n € N,
i=1

de la série entiére de somme Gy, sont dans [0, 1] et de somme 1.

On peut donc trouver m variables indépendantes & valeurs dans N, Xy 1, ..., X m, de méme loi dont la fonction
génératrice associée est Gp,.

m
m
GXn1,1+---+X1n,m = I | GXm,‘L = (Gm) = GX
i=1

,
ou encore X ~ X, 1 + ...+ Xm,m. On a montré que Z iXj est infiniment décomposable.
i=1

II.C - Séries de variables aléatoires a valeurs entiéres

I1.C - 1) a) Soit (A,B) € &/2.
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IP(A) —P(B)| = |P(ANB)+P(ANB)—P(B)|<P(ANB)+[P(ANB)—P(B) =P (ANB)+P(B)—P(ANB)
=P(ANB)+P(ANB).

b) Soit t € [1,1].

+o0 +oo
Gx(t) = Gy(1I < ) IP(X=n)=P(Y=n)[[t" < ) [P(X=n)—P(Y=n)
n=0 n=0
N
<) (B((X=n)n(Y#n) +P(X#n)N(Y=n)))

=PXAY)+P(X#£Y)=2P(X #Y).
II.C - 2) a) Soit n € N. Pour w € Q,

weZpi=>di>2n+1/Ww)#0=TF>n/Ui(w) 0= w € Z,.

Done, pour tout n € N*, Z,,7 C Z, ou encore la suite (Z,,) . est décroissante. D’autre part, Vn € N* Z, =

U (U; # 0) et donc

neN

izn
0<P(Zy)=P| [ (Ui #0) <fﬂb(ui¢m.
izn i=n

“+o00
Rno1 = Z P (U; #0) est le reste & 'ordre n — 1 d’une série numérique convergente. On sait R,, tend vers O et on en

1=nn
déduit que lim P (Z,) =0.
n—+oo

b) (Zn)nen» est une suite d’événements, décroissante pour Iinclusion. Par continuité décroissante, P (Z,) tend vers

+oo +o00o
P <m Zk> et donc, P (ﬂ Zk> = 0. Maintenant,

k=0 k=0
—+o00
{we O/ {i e N/ U(w) #0} est infini} = () {w € Q/ i >n/ Ui(w) # 0}
n=1

+oo
= m Zn
n=1
et donc P ({w € Q/ {i € N*/ U;i(w) # 0} est infini}) =0 puis P {w € Q/ {i € N*/ U;(w) # 0} est fini}) = 1.

¢) Soit wo un élément de {w € Q/ {i € N*/ U;(w) # 0} est fini}. Les U; (wo), i € N*, sont nuls a partir d’un certain
rang ou encore la suite (Sy (Wo)), - €st constante & partir d’un certain rang. Pour un tel wo, la série de terme général
U; (wo), 1 € N*, converge ou encore S (wo) est défini.

Ainsi, ensemble des w pour lesquels S(w) est défini (qui contient I'ensemble des wo précédents) est un événement de
probabilité 1 ou encore S est définie presque siirement.

Soit n € N*. D’aprés la question I1.C.1.b,

vt € [=1,1], |Gs, (t) — Gs(t)] < 2P (Sn #S)

puis

sup{[Gs,, (t) = Gs(t)], t € [-1,1} < 2P (Sn #S).

Puisque les U; sont & valeurs dans N, la suite (Sn # S), cy. est une suite décroissante pour I'inclusion. Par continuité
+oo

décroissante, P (S, # S) tend vers P (m (Sk # S)) =P{we Q/ {ie N*/Ui(w) # 0} est infini}) = 0 quand n tend

k=1
vers —+00.
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Puisque 2P (S # S) tend vers 0 quand n tend vers +o0o, on en déduit que la suite de fonctions (Gs,, ) converge uniformément
vers la fonction Gg sur [—1,1].
II.C - 3) a) Soit i € N. P(X; #0) = 1 —P(X; =0) = 1 — e . Puisque la série de terme général positif A;, i € N,

converge, lim A; = 0. Mais alors
i—+oo

PXi#0)=1—e™ = A +o0(A).

1—+00

Ceci montre que la série de terme général P (X; # 0) converge.
b) D’aprés la question I1.C.2.c, la série Z X; est presque stirement convergente.
n>l

Soit n € N*. D’aprés la question I1.B.2, S;; = Xj + ...+ X;; suit une loi de POISSON de paramétre Ay, = A1 + ...+ An.
Par suite, pour tout réel t,

Gs., (1) = eMn(t1),

Pour t € R, Gs,, (t) = e (1) tend vers e**~1) quand n tend vers +oo0. D’aprés la question IL.C.2.c, la suite (Gs,, )
converge uniformément sur [—1, 1] vers Gs et donc

neN

vt e [-1,1], Gs(t) = M),
Mais alors, d’apreés la question I.A.1, S suit une loi de POISSON de paramétre A.
c) Pour i > 1, P(iX; # 0) = P(X; # 0) et donc, la série de terme général P(iX; # 0), i € N, converge. Puisque les iX;

sont des variables indépendantes a valeurs dans N, la série E iXj est presque stirement convergente d’aprés la question

i>1
+oo
II.C.2.c. On pose dorénavant S = Z iXj.
i=1
Soit m € N* fixé. Pour r € N* donné, on a montré a la question II.C.3.c existence de Y 1, ..., Yy m variables indépendantes
a valeurs dans N, suivant une méme loi telles que Sy ~ Yy 1 + ...+ Y; m. Les fonctions génératrices vérifient

~TI6v.. =Gy, )™
k=1

1
et donc, pour t > 0, Gy, , (t) = (Gs, (t)) ™. (Gs,) converge vers Gg sur [0, 1] quand r tend vers +oo et donc Gy, , converge
i ’ a1 ’
vers G& sur [0,1]. Si on montre que GI' est une fonction génératrice, on peut trouver m variables indépendantes Z7,
1
; Zm de fonctions génératrice G&' (et donc de mémes lois) telles que Gs = G}' = Gz,...Gz, et donc telles que

S~Zy+...4+ Zy. On aura ainsi montré que S est infiniment divisible.

a1
Vérifions donc que G&* est une fonction génératrice pour m € N* fixé. Soit v € N*. Les variables iX; sont indépendantes
et donc, pour t € R et r € N*,

T T /400 T too
=[[Gx.)=]] <ZJP>(ixi _k)tk> =11 <Z P (iX; _k)tk>
i=1

i=1 \k=0 i=1 \ke€iN
T +oo T “+oo }\k “Ar T .
:H Z]}D(i k) tik Z ik :He?\i(t -1)
i=1 \k=0 i=1 \k=0 i=1

= e*Zir:1 AieZir:1 it
puis pour t € [—1,1], Gg(t) = e PeZi" Act! (en particulier, Gs(t) > 0) et donc
1 Z+oo }\‘t
G&r(t)=e m e .
A

. _ +oo i . .
Puisque e 2eXi=1 Mt est une fonction génératrice a savoir Gs, il en est de méme e~ w wel 1wt en appliquant le résultat

As
aux réels positifs —.
m

Partie III - Variables entiéres infintment divisibles : étude générale
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III.A - Série entiére auxiliaire

IIT.A - 1) On montre par récurrence sur k 'existence et I'unicité de chaque Ay, k € N*.

. . P(X=1)
Le résultat est vrai quand k = 1.
i
e Soit k > 1. Supposons l'existence et 'unicité de Aq, ..., A vérifiant Vi € [1,k], iP(X =1) = Zj?\jP(X =i—j).

k+1 k
(k+PX=k+1)=> APX=k+1-j) & (k+ DA P(X=0) = (k+ NP(X =k +1) = > jAPX=k+1—])
j=1 j=1

1

d’ou I'existence et 'unicité de Ay 1.

Le résultat est démontré par récurrence.

k—1
IILA - 2) Soit k > 1. Si k > 2, KAP(X = 0) = kP(X = k) — >_jAP(X =k —j) puis
j=1

AP(X=0)=P(X=k)— ) %AjP(x =k—j)

k—1 . k—1
) . .
<MX=M+§;EMPm=k—ﬂ<MX=M+g;MPM=k—n
ce qui reste vrai pour k = 1 avec la convention qu’une somme vide est nulle.

Ensuite, puisque k > 1, pour tout i € [1,k], P(X=1) < P(X > 1) =1 —=P(X =0) et donc

k—1 k—1
PX=K+ ) NPX=k—j)<T-P(X=0)+) NI(1-P(X=0))=(1-P(X=0) <1+Z)\>

j=1 j=1

1
IIT.A - 3) Montrons par récurrence que Vk € N*| [Ay] <

P(X =0)%’

D’apreés la questio écédente \7\|<1_P(X:0)x1< ! L’inégalité est vraie quand k =1
[ ] _— —_—. = 1.
pr question pr nte, [Aq] < BIX = 0] S EX=0) inégali vraie quan

1
i > 2. j — i < =
e Soit k > 2. Supposons que Vj € [T,k — 1], 7] PX=0)
1—-P(X=0) 1-PX=0) ['& 1
A gi 1 Al < -
A P(X =0) +ZH P(X =0) ép(x:op
0si P(X :O):]
__r 1
={ 1—-P(X=0)P(X=0)% B
P(X = 0) 1 . P(X =0) €]0,1]
P(X =0)
0siP(X=0) = 1
—— —1siP(X = 1 =Q)k
Prx—qr | SFX=0ERIL X =0
1
S P(X =0)k
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Le résultat est démontré par récurrence.

k
III.A - 4) Soit t € ]—P(XZO),P(X :O)[ Pour k 2 ], ‘Aktk| § (ﬁ) . OI', ]}D(%‘:O) < 1 et donc la série

k
t
i )) , k € N*, converge. On en déduit la série de terme général A t¥, k € N*, est

éomeétri de t énéral | ————
géométrique de terme généra (]P(X— 0

absolument convergente.

Ainsi, pour tout t € ]-P(X = 0),P(X = 0)[, la série de terme général A t*, k € N*, converge et on en déduit que p(X) >
P(X =0).

IIT.A - 5) On note R(X) le rayon de la série entiére de somme Gx. On a R(X) > 1 mais je n’ai pas réussi a vérifier que
R(X) = p(X). Soit donc t €] — Min{p(X), R(X)}, Min{p(X), R(X)}L.

400 400
H(6)Gx(t) = [ DA (Z P(X = i)ti>
j=1 i=0
+oo
= > INP(X = 1) | £
k=1 \i+j—1=k—1,1>0,j>1
+oo k +oo
=Y [ D APX=k—j) |t T =) kP(X =K)t"
k=1 \j k=1
= G§(t).

Par suite, Gie Hx — H{e HxG = 0 puis (Gxe_HX)I = 0 puis, pour tout t €] — Min{p(X), R(X)}, Min{p(X), R(X)}I,

Gx(t) —Hx (t Gx(O) —Hx (0) _ ]P)(X _ 0) < e~ In(P(X=0)) _ 1’

et finalement, vVt €] — Min{p(X), R(X)}, Min{p(X), R(X)}, Gx(t) =
On en déduit que pour t €] — Min{p(X), R(X)}, Min{p(X), R(X)}, ( ) > 0 et Hx(t) = In (Gx(t)).
0)

IIT.A - 6) On suppose que P(X = 0) > 0 et P(Y =
Min(p(X), p(Y)), Min(p(X), p(Y))L,

> 0. Puisque X et Y sont indépendantes, pour t €] —

Hx1v(t) =In (Gxyv(t)) =In(Gx(t) x Gy(t)) =In(Gx(t)) +In(Gy(t)) = Hx(t) + Hy(t).

ITI.B - Variables aléatoires entiéres A-positives

ITIL.B - 1) Soit k > 1. Puisque les A; sont des réels positifs,

k
=k) = ijjp(x =k—j) = kMP(X =k —k) = kA P(X = 0)

P(X=k
et donc, puisque P(X =0) > 0, Ak < PEX — O;
P(X = 1-P(X=
La série numérique de terme général ]P’EX — ; k > 1, converge et a pour somme ]P’(X(iz())()) et pour tout k > 1,
P(X=k) - - .
0 < A £ m Donc, la série numérique de terme général Ay, k > 1, converge.

II1.B - 2) Puisque la série numérique de terme général positif Aj, j > 1, converge, la série entiére de somme Hx est
normalement et en particulier uniformément convergente sur [—1, 1]. On en déduit que Hx est continue sur [—1, 1], dérivable
sur | — 1, 1[ (au moins) et que sa dérivée s’obtient par dérivation terme a terme :

“+o0
vtel—1,1[ H (1) = > e
j=1

De méme, la série de terme général positif P(X = 1), 1 > 0, converge, la fonction Gx est continue sur [—1, 1], dérivable sur

I—1,1[ et
vt el —1,1] Zﬂ?’ X =1)t" .
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En effectuant le produit de CAUCHY sur ] — 1, 1[ des séries entiéres de sommes respectives H{ et Gx, on obtient comme &
la question IT1.A.5,

vVt el —1,1[, G4 (t) = HL(t)Gx(t).

+o0 g
En particulier, pour t = 1, on obtient In(P(X = 0)) + Z Ak = Hx(1) =In (Gx(1)) =1n <Z P(X = k)) =1In(1) =0.
k=1
II1.B - 3) On sait d’aprés la question II1.C.3.c que la série Z iX; est presque stirement convergente ou encore la variable
i1
+o0
S = Z iX; est presque stirement définie.
i=1

+oo
On a montré a la question I1.C.3 que si Gs = Z iXi, alors pour tout t € [—1,1],
i=1
Gs(t) = e MeXimr FOME — Gy (t).
+o0o
Donc X et Z iXj suivent la méme loi.
i=1

III.C - Caractérisation des variables entiéres infiniment divisibles

III.C - 1) a) On pose S =Xn,1 + ...+ Xnyn.

Si pour un événement élémentaire w, on a Vi € [1,n], Xn i(w) < 0, alors on a Sy, (w) < 0 et donc ﬂ (Xn,i<0)CSn <0

i=1
puis P <ﬂ (Xni < 0)> <P(Sn <0)=0.

i=1

D:f

Donc, ]P( Xn,i <0) ) = 0. Puisque les Xy 1, 1 < i < n, sont indépendantes et de mémes lois, on en déduit que
i=1

P (Xn,1 <0)" =0 puis P (Xn,1 <0) =0.

Donc, Xn,1 (et plus généralement chaque Xn k, 1 < k < n) est presque stirement positive ou nulle.
n

b) (Sn = O) = ((ﬂ (Xn,i = 0)) N (XnJ + ... +Xn,n = O)>U((31/ Xn,i < 0) N (Xn,l + ... +Xn,n = O)) = <

i=1

(F/ Xni<0)N(Xn,1 +...+Xnn =0)) puis

-
=
z2
Il
=2
N——
C

P(Sp=0)=P <ﬁ (Xni _0)> +0=P (Xn; =O0)"

On en déduit que P (Xn,1 =0)" =
vk € [1,n], P (Xn k) > 0).

) P(Xn,1 €N)N(Xn2=0)N...N (Xn,n =0)) <P (Sn ¢ N) =0 et donc, les variables Xy, 1 étant indépendantes,

»
3
Il
=2
Il
=

(X =0) > 0 et donc que P(Xy,1 =0) > 0 (et plus généralement,

PXn1 €N) xP(Xn2=0)%...xP(Xnyn=0)=0.

Puisque pour k > 2, P(Xn,x =0) # 0, on en déduit que P (Xn,1 ¢ N) = 0. Plus généralement, pour tout i € [1,n],
P (Xn,i € N) =0 ou encore les variables aléatoires Xy, ; sont presque sfirement a valeurs dans N.

II1.C - 2) a) D’apreés la question II11.C.1.b, pour tout n € N*|

In(P(X=0))

P(Xn1=0)=(P(X=0))" =e~ = (car P(X=0) > 0.
On a donc lim P (Xu, =0)=¢e"=1.

n—-+oo
b) Soit i € N*. 0 < P(Xp,1 =1) =1 — ZP(X“J =k) < 1 =P(Xn,1 =0). Quand n tend vers +oo, on obtient
kA1
lim P (X1 =1) =0.

n—-+oo
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III.C - 3) a) Les Xn,; sont indépendantes. D’aprés la question III.A.6, par récurrence (puisque Xn,1 + ...+ Xnn—1 €t
Xn,n sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions)

HxZHXnJ—I-...—I—Hx =nH,.

n,n

b) Soit n € N*. Si on note wy, k > 1, les coefficients de la série entiére H,,, par unicité des coefficients d’une série entiére,
on a Yk > 1, nuy = Ax. Par définition,

>1, kP (Xn,1 = k) = Z)u) 1 =k—j)

et donc

K
Vk > 1, kP (X1 = k) = ) AP (Xn1 =k —j)
j=1
II1.C - 4) Pour n et k dans N*,

k
nP (X Z

j=1

}\)]P) nl—k_J) }\k]P)( nl—o _A]P)(Xn,]:k_j)'

~ I

nl\’]a—

Quand n tend vers +oo, NP (Xn,1 = k) tend vers /lambday d’aprés les questions I1.C.2.a et I1.C.2.b.

Soit k € N*. Pour tout n € N*, nlP(X,,,1 =k) > 0 et donc, quand n tend vers +oco, on obtient Ax > 0. X est donc
A-positive.

II1.C - 5) Conclusion

a) La question I11.C.4 montre (i) = (ii). La question III.B.3 montre (ii) = (iii). La question II.c.3.c montre (iii) = (i).
On a donc ’équivalence des trois conditions (i), (i) et (iii).

b) Soit X une variable & valeurs dans N* et soit ¢ € R. On peut trouver une variable constante Y = c telle que X et Y
soient indépendantes. Y est infiniment divisible d’aprés la question II.A.1. Si X est infiniment divisible, alors X + ¢ l’est
en adaptant la démonstration de la question II.B.4. Inversement, si X + ¢ est infiniment divisible, alors X+ ¢ —c = X est
infiniment divisible.

Ainsi, X est infiniment divisible si et seulement si X—1 ’est. Donc, si P(X = 1) > 0, alors (i), (ii) et (iii) sont équivalentes.

c) La variable Y = X — 1 suit la loi : Yk € N, P(Y = k) = (1 —p)*p. (Y = 0) = p > 0. Ensuite, pour tout réel

telo1 1
T—p'1—p/

+oo
t) = 1—p)t) = P
Gr(t)=p ) ((1=PIV* = =5
k=0
et donc
Hy(t) =In(p) —In(1 — (1 —p)t)
+o0o
(0-p*
=1
n(p)+ Y ot
k=1
1— k
Ainsi, pour tout k > 1, Ay = (Tp) > 0. Puisque (ii) est vérifiée, Y est infiniment divisible puis X est infiniment
divisible.
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