SESSION 2017

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE MP

Partie I - Résultats préliminaires

I.A - Distance de A a A
On notera (, ) le produit scalaire canonique sur .#y (R).

nmn+1
I.A - 1) On sait que %, (R) et o (R) sont des sous-espaces supplémentaires de dimensions respectives % et

nn-—1)
2
Soit (S,A) € S (R) x 4 (R).

. Vérifions que ces sous-espaces sont orthogonaux 'un a l'autre.

(A,S) = Tr(ATS) = Tr(—AS) = —Tr(AS) = —Tr(SA) = —Tr(STA) = —(S,A) = —(A,S)
et donc 2(A,S) = 0 puis (A, S) = 0. Ainsi, @, (R) C 7, (R)* puis @, (R) = .7, (R)* par égalité des dimensions.
LA - 2) Soit (A,S) € A (R) x Zn(R). Alors, A — Ag = Aq € Zn(R)L et Ay —S € .7, (R). D’aprés le théoréme de
PYTHAGORE
2 2 2 2 2

[A=Sl2 = A =As) + (As = S)II3 = A = Asllz + [As = SII2 = [[A = Asll;
ou encore [|A —S||, > [|[A — As||, avec égalité si et seulement si ||Ag — S)||, =0 ce qui équivaut a S = As.
I.B - Valeurs propres de A
I.B - 1) La matrice A est symétrique réelle et donc ses valeurs propres dans C sont réelles d’aprés le théoréme spectral.
e Supposons que VX € #yn 1(R), XTAX > 0 (resp. VX € .y 1(R) \ {0}, XTAX > 0). Soient A € R une valeur propre de
As puis X un vecteur propre associé (en particulier, X # 0). Alors,

XTAX = XT(AX) = A X3

Par suite, A||X||3 = 0 (resp. A||X||3 > 0). Puisque [|X||5 > 0, on en déduit A > 0 (resp. A > 0). Ainsi, As € S;;(R) (resp.
As € SETH(R)).

e Supposons que Ag € S} (R). D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O, (R) (de sorte que P~! = PT) et D
diag (Ai)jcicn € Zn(RT) telles que Ag = PDP~!. Pour X = (xi)1<icn € #n,1(R), posons PIX =X = (x{),
%‘n,] (R)

m |l

n
XTAX =XTPDP X = (P~'X)" D (P~'X) = X'TDX’ = > Axz>o.
i=1

Donc VX € #n,1(R), XTAX > 0.

Supposons de plus As € S+ (R). Soit X €€ #n,1(R) \ {0}. Puisque P est inversible, X’ = P~1X # 0 et donc I'un au moins
des x{ est non nul. Mais alors

n
XTAX =3 Mx{?>0

i=1
car tous les Ajx{? sont positifs, 'un d’entre eux au moins étant strictement positif. Donc, VX € .y 1(R)\ {0}, XTA X > 0.

I.B - 2) Soient A une valeur propre réelle de A puis X un vecteur propre unitaire associé.

A=AX]53 = AXTX = XTAX = XTAX + XTAX.

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés.



.
Ensuite, XTAqX = —XTATX = — (AX)"X = — ((AaX)T x) — —XTAoX et donc XTAgX = 0. Avec les notations de la

question précédente, il reste donc

n
A=XTAX=XTDX = Z Aix[2,
i=1
n
Puisque P est une matrice orthogonale, Z X2 =[|X'II3 = |IX||3 =1 et donc

i=1

n
A>Min{A, 1<i<n}) x{Z=Minf\;, T<i<n}
i=1
et de méme A < Max{Ai, 1 <1< n}. On a montré que

Min spg (As) < A < Max spg (As) .
Supposons de plus Ag € 1 (R), Min spg (As) > 0 et donc toute valeur propre réelle de A est strictement positive. En

particulier, O n’est pas valeur propre de A et donc A est inversible.
I.B - 3) a) On pose A; = PDP~' ou P € O,(R) et D = diag (Ai)1cicn € Zn (10, +00[). Soit A = diag (VML)

2,00, +00[) puis B = PAP~.
B est orthogonalement semblable & une matrice diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs et done B € .7, (R).
De plus, B2 = PA?P~! = PDP~! = A,. Ceci montre I'existence de B.

1<ign ©

B = PAP~! désignant la matrice précédente, soit B’ € .77+ (R) telle que B’> = As. B’ est diagonalisable d’aprés le
théoréme spectral et donc 4y 1(R) = @ EA(B’). De méme, .#y 1(R) = @ Ea(As).
A€ESP(B) AESP(As)

Mais pour chaque A de B’, Ex(B’) C Exz (Ag) car B’X = AX = A X = B2X = A?X et de plus, les A éléments de Sp(B’)
étant strictement positifs, les A2, A € Sp(B’), sont deux & deux distincts. Ceci montre que le spectre de A est exactement
I’ensemble des A%, A € Sp(B’) et que pour chaque A € Sp(B’), Ex(B’) = E,2 (Ag).

Dit autrement, la matrice P~'B’P est une matrice diagonale D’ = diag (pi), <ign OU les p; sont strictement positifs..
Enfin,

B2=A,&PD?P '=PDP ' D2=D&Vie[l,n), y=AeVie[l,n], =N &D' =A&B =B.
Ceci montre 'unicité de B.

b) Soit B € .7} *(R) telle que B> = A. Puisque B € .7} *(R), B est inversible et on peut poser Q =B 'A,B~'.

Q"= (B'AB ") = (BT) AT (BT) '

=B TA,B7 " = —Q et donc Q € 4, (R). Ensuite,
det(A) = det (As + Aq) = det (B* + Aq) =det (B (In + B 'AoB ") B) = det(B)det (I, + Q) det(B)
= det (B?) det (In + Q) = det (A;) det (In + Q).

La matrice Q convient.
c¢) Vérifions que det (I, + Q) > 1.
Soit A une valeur propre de Q dans C puis X = (Xi)1<i<n € Mn,1(C)\{0}. Puisque Q est antisymétrique réelle,

AX'X=X'(AX) =X QX=-X'Q X=—(QX)' X=-AX'X

n
et donc (7\ + X) X'X = 0 avec X'X = Z \inZ > 0. On en déduit que A + A = 0 puis que A € iR. Ainsi, les valeurs propres
i=1
de Q sont imaginaires pures. En particulier, la seule valeur propre réelle possible de Q est 0.
Autre solution : (QZ)T = (—Q)(—Q) = Q? et donc Q? est symétrique réelle. Pour tout X € %y 1(R), XTQ2X =
—(QX)TQX = —[|QX||% < 0 et donc Q? est symétrique réelle négative. Si A est une valeur propre réelle de Q dans C, alors
A? est une valeur propre de Q? dans C et donc A% est un réel négatif puis A est un imaginaire pur.

Le déterminant de I, + Q est le produit des valeurs propres de I, + Q qui sont les 1+ A, A € Sp(Q). La valeur propre
éventuelle 0 de Q fournit la valeur propre éventuelle T de I, + Q. Sinon, puisque Q et donc I, + Q sont réelles, pour tout
A € iR\ {0} valeur propre éventuelle de Q, 1+ A est valeur propre de I, + Q avec le méme ordre de multiplicité que 1+ A.
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On regroupe les éventuels conjugués deux a deux. Le déterminant de I, + Q est alors le produit d’un nombre de 1 et de
nombres réels de la forme (14 A) (1 + 7\) = (1+ix)(1—ix) = 14+x2, x € R. Tous les facteurs de ce produit sont supérieurs
ou égaux a 1 et donc det (I, + Q) > 1.

Puisque As € T (R), det (As) > 0 et donc

det(A) =det (As) x det (In + Q) > det (Ag) x 1 =det (As).
1.B - 4) Vérifions que A (A_1)s AT = A;. A = A, + Aq. Mais d’autre part,

A=AAT) AT=A(A ) +A ) ) AT=AA ) AT—A(A)_AT.
Maintenant, A (A*] )S AT est symétrique (car (A (A*])S AT)T =A (A*] )S AT)et A (Aq)a AT est anti-symétrique. Par
unicité de la décomposition, A (A*1 )S AT = A,. Mais alors
det (Ag) =det (A (A7) AT) = (det(A))*det ((A71),) .
I.C - Partie symétrique des matrices orthogonales

I.C - 1) Soient A € R une valeur propre de A puis X un vecteur propre unitaire associé. Déja,

.
XTAaX = —XTATX = — (AaX) X = — ((AGX)T x) — _XTAX
et donc XTA X = 0 puis

XTAX = XTA X+ XTAX =XT(AX) = AXTX = A

Par suite, d’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

Al = |XTAX| = [(X, AX)|
< [IXIIAX] = [IX[|* (car A € On(R))
=1.
Ceci montre que Spg (As) C [—1,1].

I.C - 2) Les matrices orthogonales A de format 2 sont de deux types disjoints.

e A= ( Z?I?g _C(S)lsnee ) Dans ce cas, As = cos 01, puis Sp(A) = (cos 6, cos ).

0 in 0 .
o A= ( ;059 _Slcl(l)se ) Dans ce cas, As = A puis Sp (As) = Sp(A) = (1,—1).

Donec, par exemple, S = diag(1,0) est une matrice symétrique dont le spectre est contenu dans [—1, 1] et qui n’est la partie
symétrique d’aucune matrice orthogonale de format 2.

I.C - 3) a) Soit S € #(R) telle que Spr(S) C [—1,1] et que pour tout valeur propre A de S dans ] —1, 1, la dimension de
EA(S) est paire. Puisque S est diagonalisable, la dimension de chaque sous-espace propre est l'ordre de multiplicité de la
valeur propre correspondante et donc les éventuelles valeurs propres éléments de | — 1, 1[ peuvent se regrouper par paires
de valeurs propres égales.
D’aprés le théoréme spectral, il existe P € On(R) et D € Z,(R) telles que S = PDP~! et D est de la forme D =
diag (1,...,1,—1,...,—1,cos (871) ,cos(07),cos (02),cos (02),...,cos (0x),cos (0x)).

1T 0 ... cee 0

0

Soit A’ = cos(07) —sin(07) puis A = PA’P~ 1.
sin(07) cos(07)

0 0
: 0 cos(0x) —sin(0y)
0o ... ... 0 cos(0x) —sin(0y)

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés.



A’ est une matrice orthogonale telle que A, =D et donc A est une matrice orthogonale telle que Ag = S.

b) Soit A € O, (R telle que Ag = S. On sait qu’il existe P € O, (R) telle que P~TAP est du type A’. Puisque A = Ag+Ag,
P 'TAP =P TAP+P TA P avec P TAP € .7, (R) et P"TAP € @ (R). Donc, toujours avec les notations de la question
précédente,

D=A,= (P 'AP) =P 'AP=P 'SP

puis S = PDP~! avec D = diag(1,...,1,—1,...,—1,cos(07),cos(07),cos (02),cos(02),...,cos (0x),cos (0x)). Les va-
leurs propres de S qui sont les valeurs propres de D sont toutes dans [—1,1] (ce qui était déja connu aprés la question
I.C.1) et les valeurs propres éléments de | — 1, 1] éventuelles sont d’ordre pair. Mais alors, puisque S est diagonalisable, la
dimension d’un sous-espace propre associé & une valeur propre élément de | — 1, 1[ éventuelle est paire.

Partie II - Matrices F-singuliéres

II.A - Cas ou F est un hyperplan

II.A - 1) Si A € #(R) est singuliére, il existe X € Ey, \ {0} tel que AX =0 Mais alors, il existe X € E;, \ {0} tel que pour
tout Z € E,, ZTAX =0.

Inversement, supposons qu'il existe X € E,, \ {0} tel que pour tout Z € E,, ZTAX = 0. Alors, VZ € Ey,, (Z,AX) = 0 puis
AX e Ef{ ={0}. Ainsi, X est un vecteur non nul du noyau de A et donc A est singuliére.

ILA - 2) Soit A € .#,(R).

A est H-singuliére & 3X € H\ {0}/ VZ e H, ZTAX =0
& 3IX e H\{0}/VZ e H, (A,AX) =0
& 3X € H\ {0}/ AX € Ht = Vect(N)
& 3IX e H\ {0}/ IA e R/ AX =AN

II.A - 3) Si A est H-singuliére, soient X € H\ {0} et A € R tels que AX = AN. Soit X’ = ( _X)\ > € Mni1(R)\{0}. Un

woe= (V) ()= =(3):

X’ est un vecteur non nul du noyau de Ay et donc Ay est singuliére.
, X € En, A € R, un vecteur non nul du

calcul par blocs fournit

X
—A
noyau de cette matrice. Alors, AX = AN et (N, X) = 0. Donc, X € N+ = H. D’autre part, si X = 0, alors A = 0 puis X’ =0
ce qui n’est pas. Donc, X est un élément non nul de H tel qu’il existe A € R tel que AX = AN. On en déduit que A est
H-singuliére.

II.A - 4) Un calcul par blocs fournit

AnB — A N By B3 _( AB71+NB3s AB>+ NBs
NP=LUNT 0 Bs Bs ) NTB; NTB, :

Onprend B, =—A"'N,B;=A"" B3 =0etBy=1¢ A ,1(R). On obtient

Inversement, supposons que la matrice Ay soit singuliére. Soit X' =

Aawg—( A N A7 AN I 0
NPTAUNT o 0 1 “\UNTAT —NTA-'N /-
1 I 0
- i = - = n _ _NTA-T
IL.A - 5) Un calcul par blocs fournit det(B) = det (A™") Tt (A et det ( NTA-T _NTA-'N > N'A7'N.
S I 0 . _
L’égalité det (An) det(B) = det ( NT;{_1 CNTA-TN > fournit det (An) = —NTA~TNdet(A).

II.A - 6) Supposons que det ((A‘l)s) = 0. Soit N un vecteur unitaire du noyau de (A_])S. On a déja vu que
NT (A_])GN =0 et donc

T _NT(a—T T (a—T _NT _
NTAN=N" (A7) N4+N' (A7) N=N'0+0=0.
La question précédente montre que det (An) = O et la question II.A.3 montre que A est H-singuliére ot H = N1,
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II.LA - 7) Sidet(Ag) = 0, alors (det(A))*det ((Aq)s) = 0 d’aprés la question 1.B.4 puis det ((Aq)s) =0 car A est
inversible. La question précédente montre qu’il existe un hyperplan H telle que A est H-singuliére.

II.A - 8) Supposons par l'absurde qu’il existe un hyperplan H tel que A soit H-singuliére. Soit N un vecteur unitaire
normal & H. Il existe un vecteur X de H \ {0} et un réel A tel que AX = AN. Mais alors

XTAX = XTAX 4+ XTAX = XTAX = AXTN = A(X;N) = 0.
Mais ceci est impossible car Ag est définie, positive et X est non nul. Donc, pour tout hyperplan H, A est H-réguliére.

I1.B - Exemple

II.B - 1) det(A(nW) =2—pw)(2—p+pn—1)+ (—=1+pn) =1+#0. Donc, A(u) est inversible pour tout réel p.
v
1 L
Lt
2
—1 1

: 2—n -1 " 2—u -1 0 Z-m
ILB - 2) (A(W)s = = 1 2—p op=1 |+ =1 o2—n 4 - -1 2
0 —1 1 o pu—1 1 u v
2 2

En développant suivant la premiére colonne, on obtient

p=

T &

3 2
peo 3p o
> > +1=(n 1)(

= S=1) (1= (14 V3)) (1= (1-v3))

Donc, (A(p))s est singuliére si et seulement si u € {1,1 +/3,1— \/5}

2 2
det (A = 2 - (1) + (<B4 2 -1) 4

|
|

=

|

T =11

ILB-3)A(l)=( =1 1 0 |.Soit Z = (er,ez,e3) la base canonique de .#31(R) puis B’ = (e}, e3,e3) la base de
0 -1 1
AM3,1(R) telle que A(1) = 2% . Alors, A(1)7! = 25,.
, ej =ej—e ey =e; —ej}
Al=Py5 &< es=—e1+er—e3 &< e3=—e; +e]
e, =er+e3 e, =—e;+(e1 —ej)—(—er +¢€})
e1 =ej+e,te;
S ex=e5+ef
e3 =—ej —ej
1
10 -1 150
et donc A(1)"! = 1T 1 -1 puis (A(])*])S = l 1 0 |- Un vecteur unitaire du noyau de (A(1)*1)S est
11 0 2
0 0 0
0
N= | 0 |.Pour ce vecteur N, on a NTA='N =NT (A*])S N = 0 puis det (An) = 0 d’aprés la question I11.A.5 et donc

1
A(1) est Nt-singuliére.

En résumé, A(1) est H-singuliére ot H est le plan d’équation z = 0.
II.C - Cas ou F est de dimension n — 2

I1.C - 1) A est F-singuliére si et seulement si il existe X € F\{0} tel que AX € F* ce qui équivaut & l'existence de X € F\{0}
et de deux réels Ay et A, tels que AX = A1N7 + A2N,.

X
I1.C - 2) Si A est F-singuliére, soit X € F\ {0} et (A1,A2) € R? tels que AX = A;Nj + A;N3. Soit X/ = [ —Aq €
A
My i21(R)\ O}
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A N;i Nz X’ AX—=ANj; —A2N2

AnX'=| NI 0 0 —A\1 = (N1, X)
NI o0 o0 A2 (N2, X)
0
= 0
0
X’ est un vecteur non nul du noyau de Ay et donc Ay est singuliére.
X
Réciproquement, si AN est singuliére, il existe X’ = | —A; € Mni2,1(R) \ {0} tel que ANX’ 4 0 ou encore tel que
A,

AX =A1N1 +A2N;3 et <N],X> = <N2,X> =0.
Xe (N1,N2)L =F. De plus, si X =0, alors A{N7 +2A;N3 =0 puis A; = A; = 0 car (N1, N3) est libre et finalement X’ =0
ce qui n’est pas. Donc, X est un vecteur non nul de F tel qu’il existe deux réels A1 et Az tels que AX =A; N7 +A2N3. On
en déduit que A est F-singuliére.
A"l —ATIN
o M)

Ao AN ATl AN I, 0
NP=UNT 0 0 I, “UNTA-T —_NTA-'N /-

II.C - 4) Un calcul par blocs fournit det(B) = det (A‘l) =

I1.C - 3) Soit B = (

1 .
det(A) P

det (AN) = ——=~det (I) det (-NTAT'N) = det(A) x (—1)*det (NTAT'N) = det (NTAT'N) det(A).

1
det(B)
II.C - 5) Onpose P=( Py Py ) € 4 2(R).

pT PTA PTAP; PTAP

Ta—1p _ 1 _ 1 _ 1 1 1 2

= (G )acn r= () (= (10 TR

ou les P AP;j sont des réels. Posons P{ = A7'Py et P5 = A~'P, puis P’ = ( P{ Pj ). Puisque A~ est inversible,
P’ € % 2(R) & P € %, 2(R). Ensuite, pour (i,j) € {1,2}?,

.
PITAP = (A71P2) T AA TP =PI (A7) Py = (PL(A ) P;) =PfATP

et donc

de (e = ( FRAET FRAR)

P;TAP!  PITAP,
= (P{"AP]) (P5TAP;) — (P;TAP]) (P{TAP))
= (P{A'Py) (PJA'P2) — (PTAT'P,) (PIA'Py)

_qe [ PIATTPL PIATTR
PIA-TP; PIA-TP,

=det (PTA'P).
En particulier, det (P’TAP’) =0 & det (PTA*] P) =0.

NJTAN] NJTAN}

IL.C - 6) det (N'TAN') = det < NITAN! NJTANG

> — (NJTANJ) (NSTANS) — (NJTANY) (N{TANS). Ensuite,

o (NJTAN]) = (NJTAGN]) + (NJTAGN]) = (N{TAGNY) et de méme (NSTANS) = (NSTAGNS) puis
(NTANG) (NFTAN3) = (NJTALNG) (N5 AN3).

¢ (NETAGN{) = (NéTAaN{)T =— (N {TAaNé) et donc
(N2TAN{) (NTTANZ) = ((NSTAGNT) + (N2TAGNT)) ((NTTAGNS) + (N7TAGN3))

)
= ((N ’TA N2) — (N ’TA N3)) (NTTASNS) + (NTTAGN3))
= (NJTANS)® = (NJTAGNS)?
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et finalement, det (N 'TAN’) = (N{TASN{) (NﬁTASNé) — (N{TASNé)Z + (N{TAaNé)z.
I1.C - 7) On suppose que As € .7 (R). L’application ¢ : (X,Y) — XTAJY est bilinéaire, symétrique (XTAY =

(XTASY)T = YTAX), définie, positive car A est définie, positive. Donc, @ est un produit scalaire sur .#, 1(R). D’aprés
I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, la famille (N}, N}) étant libre,

(NTTAGNG) (NSTANS) — (NFTANS)” = @ (N1 ND) @ (N5 NG) — @ (N, N9)* > 0
et donc det (NTA=TN) = det (NTAN’) = (NJTANT) (NJTAGNS)—(NJTANS) 2+ (NTTAGNS)? = (NJTANG) (NSTAGNS)—
(NJTANS)? > 0.
II.C - 8) On suppose que A € T (R). D’apres la question précédente, pour tout N = ( Ny Ny ) € 9n 2(R),
det (An) = det (NTATTN) det(A) # 0,
et donc A n’est pas (Nj, NZ)J‘—singuhére. On a montré que pour tout sous-espace F de dimension n—2, A est F-réguliére.

I1.D - Exemple

1 1

1T -1 = 0 0 =

4 1

ILD-DAM=| —1 1 —5 |etAla=| 0 0

1 _1 : _1 _1 0

2 2 2 2

1
On choisit déja pour Nj un vecteur non nul du noyau de A(1)s. On peut prendre Nj = | 1
0

Alors, (N{TAGNY) = 0 et (N{TASNé)z = (NéTASN{)Z = 0. D’aprés la question I1.C.6, il reste det (N'TAN’) =
(N{TAGN3)™.

X
On cherche alors N} = | y | non colinéaire & N et vérifiant NJTA(1)oN} = 0.
z
1 0 0 1 X X
N{TA(l)aN§:2(1 1 0)l o o0 1 y |=(001)[y|=z
—1 1 0 z z
1
On prend par exemple N5 = | 0
0
1T =11 1 0 T =11 1
II.LD-2)Sionprend Ny =A(I)Nj=| -1 1 0 1 | = 0 et N =A(I)Nj=1 -1 1 0 0| =
o -1 1 0 —1 0o -1 1 0
1
—1 |, puis
0
0o 1
N = 0o -1
-1 0

alors det (NTAU)_1 N) =0 et donc A(1) est (N1,N2)J‘-singuliére. F= (N1,N2)J' est la droite d’équations { z_g =0

1
ou encore F est la droite vectorielle engendrée par | 1
0
IL.LE - Cas général
ILE - 1) Soit A € .#y(R). On note (N1,...,Np) une base de F* puis N = ( Ny ... Ng ) € Ynp puis AN =

( NAT (I)\] ) € Mnip(R). Comme aux questions II.A.3 ou II1.C.2, A est F-singuliére si et seulement si det (An) = 0.
P

On suppose de plus A inversible. Comme aux questions I1.A.4 et 11.C.4, A est F-singuliére si et seulement si det (NTA*] N) =
0.
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Pour i € [1,p], on pose N{ = A="N; puis N = ( Nj ... Ny ). Puisque A~ est inversible, N’ € %, ,, puis

(NTA"'N) = (AN/) "N/ = NTATN' = (NTAN') "
et donc det (NTAT'N) = det (N'TAN’). N’ est un élément de %, tel que A est F-singuliére si et seulement si
det (N'TAN’) =0.
ILE - 2) Soit X € #,1(R). N'X est un élément de .#, 1(R) et donc

XTN/AN'X = XTN'AGN'X > 0.
Supposons de plus N’X = 0. Puisque N’ € %, ,, il existe p lignes de N’ constituant une base de .#1 ,(R). La matrice Nj
constituée de ces p lignes est inversible de format p et donc

N'X=0=N;X=0=X=0.
Finalement, si X € .#,1(R) \ {0}, alors XTN’AN'X > 0.

ILE - 3) N'TAN’ est un élément de .#, (R). Soient A une éventuelle valeur propre réelle de N'TAN’ puis X € .4, 1 (R)\{0}
un vecteur propre associé. Puisque X # 0, XTN’AN’X > 0 avec

XTN'AN'X = XT(AX) = A|IX||3.
Puisque ||X||3 > 0, on en déduit que A > 0.

IL.E - 4) Le déterminant de N'TAN’ est le produit des valeurs propres de N’TAN’. Les éventuelles valeurs propres réelles
de N'TAN’ sont strictement positives et les éventuelles valeurs propres non réelles de N 'TAN’ se regroupent deux & deux
sous la forme A x A = |A]? > 0 (puisque A # 0). Donc det (N'TAN’) > 0.

ILE - 5) Pour tout N’ € %, ;,, 0 n’est pas valeur propre de N'TAN’ d’aprés la question ILE.3 et donc det (N'TAN’) #0
puis A n’est pas F-singuliére. On a montré que A est F-réguliére pour tout sous-espace F de dimension n — p avec
1 <p <n—1et dautre part A n’est pas E,, singuliére d’aprés la question II.A.1. Finalement, A est F-réguliére pour tout
sous-espace F # {0} de E,,.

Partie 11T - Matrices positivement stables

ITI.A - Exemples

III.A - 1) Le polynoéme caractéristique de A est xa = X? — (Tr(A))X + det(A). Si xa admet deux solutions réelles
éventuellement confondues strictement positives xq et x2, il est nécessaire que Tr(A) = x1 +x2 > 0 et det(A) =x1x2 > 0.
Si xa admet deux solutions non réelles z; et z; = Z7 de parties réelles strictement positives, on a det(A) = |z; \2 >0etil
est nécessaire que Tr(A) = 2Re (z1) > 0. On a montré que si A est positivement stable, alors Tr(A) > 0 et det(A) > 0.

Réciproquement, supposons que Tr(A) > 0 et det(A) > 0. Si xa admet deux solutions réelles éventuellement confondues
X1 et x2, alors x1x2 > 0 de sorte que X1 et x, sont non nuls et de méme signe puis x7 +x, > 0 de sorte que x; > 0 et x; > 0.

1 1
Si xa admet deux solutions non réelles conjuguées z; et z; = Z7, alors Re (z1) = Re(z2) = 7 (z1+22) = zTr(A) > 0.

On a montré que pour tout A € .#>(R), A est positivement stable si et seulement si Tr(A) > 0 et det(A) > 0.

IIT.A - 2) a) Les matrices A = ( } _0] ) et B = ( _]] (]) ) sont positivement stables car de traces égales a 1 et de

déterminants égaux a 1 mais la matrice A +B = ( 0 8 ) n’est pas positivement stable car est de déterminant nul.

Donc, si A et B sont positivement stables, A 4+ B n’est pas nécessairement positivement stable.

b) Montrons par récurrence que pour tout n > 1, deux éléments A et B de .#y,1(R) qui commutent sont simultanément
trigonalisables dans C.

e C’est clair pour n =1.

e Soit n > 1. Supposons le résultat pour n. Soient A et B deux éléments de .#,+1(R) qui commutent. Soient f et g les
endomorphismes de C™*! canoniquement associés a A et B respectivement.

f admet au moins une valeur propre Ay dans C. Puisque f et g commutent, le sous-espace propre E,, (f) est stable par g
ou encore g induit un endomorphisme de Ej,, (f). Mais alors, g admet au moins un vecteur propre dans E,(f) qui est un
vecteur propre e; commun a f et g. On compléte la famille libre (e1) en une base (e1,...,en 1) de C**1 dans laquelle les

. . AL L .
matrices de f et g s’écrivent sous la forme ( 0] AA, ) et ( }2)1 BB’ ) ot A’ et B’ sont des matrices carrées de format

n et Lo et L sont des matrices lignes.
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1l existe donc P1 € GL,,(C) telles que PTIAP1 = ( Ao La ) et PTIBP1 = ( wi Le ) Par hypothése de récurrence, il

0 A 0 B’
existe Q € GL,,(C) telle que Q7 'A’Q et Q~'B’Q soient des matrices triangulaires Ta et Tg. Si on pose P; = ( 2) g ),
P, est un élément de GL,,.1(C) tel que PZ_]PfAP]Pz = Ar x et P2_1P]_1BP1P2 = Hio x ou encore, si
0 Ta 0 Ts

P =P;P, € GL,,;1(C), alors P"TAP et P~'BP sont triangulaires.
Le résultat est démontré par récurrence.

Soient maintenant A et B deux éléments de .#, (R) positivement stables et qui commutent. Posons Sp(A) = (Ai); i<y, €t

7\1 X X o
Sp(B) = mi)]gisn' Il existe P € GL,(C) telle que P~ T AP soit de la forme 0 R et P~1BP soit de la forme
: X
0 ... 0 An
m X ... X MA+w X ... X
0o . e . i 0 : .
. Mais alors P~' (A + B)P = . puis Sp(A +B) = (M + i)y cicn-
e X : X
0 ... 0 un 0 oo 0 Antun

Puisque pour tout i € [1,n], Re (A; + 1i) = Re (Ai) + Re (i) > 0, la matrice A 4+ B est positivement stable.

IIT.A - 3) a) Re (YTAX) =Re ((Y —iZ)TA(Y + iZ)) =YTAY4+ZTAZ =YTA Y+ ZTA,Z. Puisque X #0,ona Y # 0 ou

Z # 0. Puisque A, € . (R), les deux réels YTALY et ZT A Z sont positifs, 'un d’entre eux au moins étant strictement
.. <!

positif. Donc, Re (X AX) > 0.

b) Soit A une valeur propre de A dans C puis X = (Xk)1<kgn € #nn (C) \ {0} un vecteur propre associé. Alors,
n
Re (YTAX) — Re (AYTX) =Re(A) Y pl* > 0.

n
Puisque X # 0, Z IXK\Z > 0 et finalement Re(A) > 0. Ceci montre que A est positivement stable.

k=1
IIT.A - 4) La matrice A = < } _0] > a une trace et un déterminant strictement positifs et est donc positivement stable.
Mais A = diag(1,0) admet 0 pour valeur propre et n’est donc pas définie positive.
I11.B -

t

IIL.B - 1) v=u'+Au =Vt € R, (e)‘tu)l (1) = eMy(t) = Vt € R, u(t) = u(0)e M + e‘MJ eMv(x) dx. Soit alors
0
M un majorant de la fonction |[v| sur R*. Pour t € [0, +ool,

t

\mm<mmwfw+k4wjkhw )| dx < M((m “+ammﬁ

eRcO\)x dX)
0

=M (Iu(0)| + e—Re(?\)tR%m ) car Re(A) > 0)

_MOMW+§%ﬂLw%Wﬂ)

Donc la fonction u est bornée sur RT.

II1.B - 2) On note Ay, ..., Ay les coefficients diagonaux de T. On a u/, + Ayu, = 0. D’aprés la question précédente, la
fonction uy, est bornée sur R*. Soit i € [1,n — 1]. Supposons que les fonctions Uy, Un_1, ..., Ui47 soient bornées sur
n

RT. A la ligne i du systéme U’ + TU = 0, on obtient une égalité de la forme u] + Aju; = Z o D’aprés la question

k=i+1
précédente, la fonction u; est bornée sur RV,
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On a montré par récurrence descendante que chaque fonction w;, 1 <1 < n, est bornée sur R*.

III.B - 3) On note uy = Ay — &, ..., Un = An — & les valeurs propres de la matrice A — al,,. Les parties réelles de ces
valeurs propres sont strictement positives. Il existe une matrice triangulaire supérieure T dont les coefficients diagonaux
sont Wi, ..., Un et une matrice P € GL,,(C) telles que P! (A —«l,)P =T.

Les solutions de U’ + TU = 0 sont les fonction U : t— etTUy, Uy € Mn,1(C) avec

7] _ _ _
etT — otP 1 (A—aln)P _ p—1,—at tAp

et ces solutions sont bornées sur R*. En posant V(t) = PU(t) et Vo = PU, de sorte que Up décrit 4y ,1(C) si et seulement
si Vo décrit #y,1(C), on obtient le fait que les fonctions de la forme V : t+— e *tetAVy, Vo € .4, 1(C), sont bornées
sur RT.

En prenant en particulier pour Vy chacun des vecteurs de la base canonique de .#y,1(C), on obtient le fait que les fonctions

vecteurs colonnes de la fonction matricielle t — e~ *tet? sont bornées sur R* et finalement la fonction t — e~ *tet? est

bornée sur R*.
ITII.C - Une caractérisation des matrices positivement stables

II1.C - 1) Pour M € .#,(C), posons ®;(M) = ATM et ®5(M) = MA et on note @1 et @ les restrictions de @ et @)
a M (R) de sorte que ® = @7 + @,. g et O, commutent (YM € Z), ®q 0 D3(M) = @, 0 ®;(M) = ATMA. D’aprés la
question I11.A.2.b), il suffit de montrer que @ et @, sont positivement stables.

Une valeur propre A € C de @, est encore valeur propre de @) et donc il existe M € #»(C) \ {0} telle que MA =AM
puis M (A — Al,) = 0. Si A —AlL, est inversible, alors M = 0 ce qui n’est pas. Donc, A — AL, n’est pas inversible ou encore
A est une valeur propre de A. Par suite, Re(A) > 0. Ceci montre que @, est positivement stable.

Puisque AT et A ont les mémes valeurs propres, on montre de maniére analogue que @1 est positivement stable. Finalement,
O est positivement stable.

II1.C - 2) (a) @ est un endomorphisme de lespace de dimension finie ./, (R) n’admettant pas O pour valeur propre.
Done, @ est un automorphisme de espace .#»(R). En particulier, il existe un élément B € .#,, (R) et un seul tel que
ATB+BA =1,.

(b) En transposant, on obtient ATBT +BTA = I,, ou encore @ (BT) = I,,. Par unicité, on en déduit que BT =B et donc
B est symétrique.

1
Puisque B est symétrique, I, = ATBT +BA = (BA)T 4+ BA = 2(BA); et donc (BA)s = zln. Par suite, (BA)s € ST (R)

puis d’aprés la question 1.B.3.c,

det(A)det(B) = det(BA) > det ((BA)s) > 0.

Le déterminant de A est un produit de réels strictement positifs et de nombres de la forme AX = [A]2, A € C \ R. Donc,
det(A) > 0 et finalement det(B) > 0.

II1.C - 3) (a) L’application M + MT est un endomorphisme de 'espace .#, (R) et donc I'application M +— MT est
continue sur .#, (R). Par suite, pour t € R,

p T\ P K\ " P K\ "
AT = A (—tA) (. (—tA)
exp (—tA )_pﬂlfookio Wit (1;) Kl = (b, ];) Kl
= (ext(tA))T.

e Pour tout t € R, (exp (—tAT) exp(tA))T = (exp(tA))T (exp (—tAT))T = exp (—tAT) exp(tA) et donc V(t) € S (R).
o Soit X € #n,1(R) \{0}. On sait que Vt € R, exp(—tA) € GL,(R) et donc exp(—tA)X # 0 puis

XTV(t)X = XTexp (—tAT) exp(tA)X = (exp(tA)X)" exp(tA)X = [lexp(tA)X]; > 0.
Donc, pour tout t € R, V(t) € .1 (R).

e En posant pour tout t € R, V(t) = (vi‘j(t))Ki jns On a

t T t t t
(W) = (J vij(s) dS) = (J vji(s) ds) :J V(s)T ds :J V(s) ds = W(t)
0 1<i,j<n 0 1<iji<n 0 0

X

et donc, pour tout t € R, W(t) € .7 (R).
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e Pour tout X = (xi);¢icn € #n,1(R)\{0} et pour t >0,

t t
XTW()X = Z XiX; L Vi j(s) ds :J Z XiXjVi,j(s) | ds

0

1<i,jgn I1<i,jsn

t
= J' XTV(s)X ds > 0 (intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle).
0

Donc, pour tout t > 0, W(t) € T+ (R).

(b) La fonction t — ATW(t) + W(t)A = ®(W(t)) est dérivable sur R, de dérivée la fonction t — ATW'(t) + W/(t)A =
ATexp (—tAT) exp (—tA) + exp (—tAT) exp (—tA) A = —V/(t). En intégrant, on obtient pour tout t € R,

ATW(t) + W(t)A = O(W(t)) = D(W(t)) — D(W(0)) = —Jt V/(s) ds =V(0) — V(t) = I, — V().

(c) D’apreés la question I11.B.3, exp(—tA) e O (e *t) et exp (—tAT) = Of(e ") (car AT a le méme spectre que

—+0o0 t—+o0

A) et donc V(t) = 0 (e_zo‘t). Puisque o > 0, on a déja . ligl V(t) =0.
—+00 —+00

Ensuite, toujours puisque V(t) R O (efz"‘t), la fonction V est intégrable sur R* et donc la fonction W a une limite
—+0o0
quand t tend vers 400 qui est une matrice carrée W,,. Quand t tend vers +o0o, on obtient ATW, + WA =1,.

Par unicité, Wo, = B. Soit X € .#, 1(R). Par continuité de 'application linéaire M — XTMX,

XTBX = XWX =X" Jim W)X = lim X"W(t)X > 0.
—+o0

t—+o0

Donc, B est symétrique définie positive ou encore les valeurs propres de B sont des réels positifs. Enfin, det(B) > 0 et donc
B € 1T (R).
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