SESSION 2015

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE MP

Partie I - Représentation intégrale de sommes de séries
LA -
I.A - 1) a, existe si et seulement si n > 2.

1 Todt 1 —1 1 1 1 1 1 1
e (Y () T (Lo (L)) o o(L)

n o Jag t n n n n/ notoon n n n—+oo n
Puisque la série de terme général 2 n > 1, converge, il en est de méme de la série de terme général a,,, n > 2.

n dt +oo

n

LA - 2) Soit n > 2. Zak:an—L — =Ha—T—lnn. En posant { = Y ax, on a donc
k=2 k=2
Hyp = Inn)+1+4+£L+0(1).
n—-+4oo
D’ou l'existence d’une constante A telle que Hy = In(n) + A + o(1). En particulier, Hy, = In(n) + o(lnn) ou
n—+oo n—+00
encore H, ~ In(n).
n—-+oo

LB. _n In(n) > 0.

(n+1)7 notoo MT

Si =0, la série de terme général est grossiérement divergente.

m+1)r
H H | 1
Sir=1, e L .ooan > 0 est prépondérant devant — et donc la série de terme général ———— diverge.
M+1)" n+1n-+00 n (n+1)"
. Hn In(n)
> —_— = .
Sir>2, CES I 0 ( ) De plus,

n2 \/ﬁ TLH:+OO

n

d’aprés un théoréme de croissances comparées et donc ———— =
N+ 1)" no+oo

1 : . o 1
o (W) Puisque la série de terme général EY5)

converge (série de RIEMANN d’exposant = > 1), il en est de méme de la série de terme général

__n > 1.
2 m+) "

En résumé, la série de terme général ﬁ, n > 1, converge si et seulement si r > 2.
I1.C -
1 +oo +oo gn
I.C - 1) On sait que Vt €] —1, 1], T Z thetIn(1—t) =— Z o le rayon de convergence de chacune de ces deux
n=0 n=1

séries étant égal a 1.

In(1—1t)

1—t
développables en série entiére sur ] — 1, 1[. Pour tout t €] — 1,1

1.C - 2) La fonction t — — est développable en série entiére sur ] — 1,1[ en tant que produit de fonctions

(-t 2 3
2 3

- t+—+—+...)(1+t+t2+t3+...)

1 1 1
=t+ (1 + E) t2 4 (1 + 5 + §> t3 +... (produit deCAUCHY de deux séries entiéres)

+oo
= ) Hat™
n=1
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1.D -
I.D - 1) Soit (p, q) € N%. La fonction fp,q @ t—=tP(Int)9 est continue sur ]0, 1]. De plus,

— P+ q
Vitfp q(t) =tPTZ(Int) =0

SN s : ) 1 . 1 : 1
d’aprés un théoréme de croissances comparées et donc fp q(t) == o (m . Puisque 3 < 1, la fonction t — a7z est
intégrable sur un voisinage de 0 a droite et il en est de méme de f, 4. On a montré que I, 4 existe.

tp-H
I.D - 2) Soit (p,q) € N2. Soit e €]0,1[. Les deux fonctions t —

et t — (Int)9 sont de classe C' sur le segment

[¢, 1]. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit

1

1 -t‘p+1 1 (p+1 q
I, :J tP(Int)9dt = [ (lnt)q} —J x ~(Int)9~" dt
’ e p+1 e Jept+l ot

L p+1 p+1 q
:—LJ Pt dt— = —(ne)d =——3 g = (Ine)
p+1J; p+1 p+1 P4 p+1

P+ (Ing)d
1

I.D - 3) Soit (p,q) € N2. Alors p+ 1> 1 et donc — 5
croissances comparées. Quand ¢ tend vers 0, on obtient alors

tend vers 0 quand ¢ tend vers O d’aprés un théoréme de

q
pq = _p—+11"‘q_]'

1
1
LD - 4) Soit p e N. I, o =J t? dt = —— puis pour q € N*,
0 p+1

o= () () (e 52
PAT N p p+1) U p+1) P prna

(—1)9q!
(p+1)a

ce qui reste vrai quand q = 0.

V(P, q) € st Ip,q =

L.E - Soit r € N*. Pour t €]0,1] et n € N, posons gn(t) = a,t™(Int)""" et g(t) = (Int)""'f(t) de sorte que pour tout

+oo
t €]0,1], g(t) = Z gn(t). Chaque fonction g, et la fonction g sont continues par morceaux sur ]0, 1]. De plus,
n=0

+00 1 +oo
> | lgn(tl dt= ¥ lankn,
n=0 0 n=0
+o0o a
=(r—1)! — T (& cs 1 tion 1.D.4
(r—1) HZ:O CESIE (d’aprés la question ))

< 400 (par hypothése de 1’énoncé).

En résumé,

e la série de fonctions de terme général g,, n € N, converge simplement vers g sur ]0, 1] ;
e chaque fonction g, est continue par morceaux sur ]0,1];

e g est continue par morceaux sur ]0, 1] ;
+oo

1
. ZJ lgn (1) dt < +oo.

n=0

D’aprés un théoréme d’intégration terme & terme, g est intégrable sur ]0, 1], chaque gy, est intégrable sur ]0, 1], la série de
1

terme général J gn(t) dt converge et
0
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1 1 +00 1
J (Int)"~'f(t) dt = | g(t) dt = ZJ gn(t) dt

n=0
+oo 1 +oo
= anJ " (nt)" " dt = Z anlnr
n=0 0 n=0
+o0o a
= (=" (r=1) Z ﬁ (d’aprés la question 1.D.4))
n=0
LF -
. . In(1—1) ) . . . :
LF - 1) Soit > 2. La fonction f : t — N f est développable en série entiére sur ] — 1, 1[ d’aprés la question
1.C.2) et +Z°° _ 9 ] +Z°° " < +oo d’aprés la question I.B. On peut donc appliquer la question précédente
— m+1)r — m+1)r
la fonction f et on obtient
+oo 1
Hy, (=1)" J L In(1—1)
S, = = Int)"' —— dt.
r HZ:](TL—H)T o), Y

1
LF - 2) Soit ¢ € ]0, 3 { Une intégration par parties licite fournit

1—¢ n(l — e T1—e nt)r—2
J (m)f*‘% dt:[(mt)f*‘(—un(]—t))z/zﬂl —(r—])J “L(—unm—t))z/m dt

€

2 . t

1—¢ r—
1 (—(mu ) n(e)? + One) (1 — e [ IO O dt)

Quand ¢ tend vers 0, —(In(1 — &))" '(In(e))? ~ (—1)"e¢" '(In(e))2 — O car v —1 > 1 et (In(e))™ '(In(1 — €))% ~
e?(In(e))™' — 0. Donc, quand ¢ tend vers 0, on obtient

1 : _
[y B g T A 0

- dt
0 T—t 2 t

puis

dt.

T 1 T 1 r—
L Ay T TR

0 T—t 20=2)1 Jo t

I.F - 3) Pour r =2, on a en particulier

1 2 1 2
SzzlJ' M du:lJ (Int)) dt (en posantt =1 —u).
2 0 u 2 0 11—t
En appliquant la question I.LE. & r = 3 et a la fonction f : t+— 1]Tt’ on obtient
S —1J1(ln(t))3_1x ] dt—IXZfé—fl—C@)
272, T—t 27T &= m+1)P e=nd T

Partie II - La fonction 3

II.A - La fonction T

II.A - 1) Soit x > 0.
e La fonction t — t* Te~t est continue sur 10, +ool.
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1 . . .

ot et o0 (t_z d’aprés un théoréme de croissances comparées. Donc, la fonction t — t¥~Tet est intégrable sur
—+00

un voisinage de +o0.

et¥ et ~ ¥ 1 >0avecx—1>—1. Donc, la fonction t — t*~'e~t est intégrable sur un voisinage de 0 & droite.

t—+o00
Finalement, la fonction t — t*~Te~t est intégrable sur ]0, +o0o[. On en déduit Pexistence de I'(x).
II.A - 2) Soient x > 0 et o > 0. En posant u = «t, on obtient

J“’" - Teat gy — J“’" (3)"—1 eudy T
0 0 o .

I1.B - La fonction 3 et son équation fonctionnelle

I1.B - 1) Soient x > 0 et y > 0. La fonction t — t*~'(1 —1)¥~" est continue et positive sur ]0, 1[, équivalente en 0 & t*~!
avec x — 1 > —1 et donc intégrable sur un voisinage de 0 & droite, équivalente en 1 & (1 —t)¥~! avecy —1 > —1 et donc
intégrable sur un voisinage de 1 & gauche. Donc, la fonction t — t*1(1 — t)¥~! est intégrable sur ]0,1[. On en déduit
Iexistence de B(x,y).

II.B - 2) Soient x > 0 et y > 0. En posant u =1 —t, on obtient

1

1 0
Bly,x) = J'o ty—! (11—t Tdt= J] (1 —U.)U*]U."*1 (—du) = J'o w1 —u) ! du= B(x,y).

II.B - 3) Soient x >0 et y > 0.

1 1
X (ﬁ(x,y) —Bx+1,y)=x (J ((tX —t"“) (1 —y)y_]> dt) :J Xt T(1T—1)Y dt

0 0

1
Soit € € }0, 5 [ Une intégration par parties licite fournit

1—e 1—¢
J X1 —t)Y dt = [t (1 —t)Y)] ¢ +yJ (1 —t)Y T dt
T—e¢

=—(1T—¢) ey +e*(1—¢)¥ +yJ (1 —t)Y dt.

€

Quand ¢ tend vers 0, on obtient x (B(x,y) — B(x+ 1,y)) =yp(x+ 1,y) et donc f(x+ 1,y) = ﬁﬁ(x,y).

II.B - 4) Soient x >0 et y > 0.

. x . x __x Y _ Xy
Bx+1y+1) = X+y+]ﬁ(x,y+1)— X+y+]ﬁ(y+1,X)— X+y+1x+yﬁ(y,><)— (X+y)(x+y+”ﬁ(x,y).

II.C - Relation entre la fonction (3 et la fonction I'

I1.C -1) Supposons démontrée la relation (R) pour x > 1 et y > 1. Soit (x,y) €]0, +oo[? tel que x < T et y < 1. Alors,
x+1>Tety+1>1puis

x+y)lx+y+1) x+ylx+y+1D)Tx+N(y+1)

B(X)U)Z B(X+])y+]):

Xy Xy Nx+y+2)
_ xtylx+y+1) XFxyr(y) _ TJry)
Xy (x+y+Dx+ylx+y) Tlx+y)’

et la relation (R) est encore vérifice si x < 1 et y < 1 et finalement pour tout (x,y) €]0, +oo[?.

1
II.C -2) Soient x > 1 et y > 1. La fonction u — H—Lu =1-— TTu =t est une bijection de ]0, +oo[ sur ]0, 1[, de classe
t
C! sur ]0, +ool, de réciproque la fonction t — 1 1= T qui est de classe C! sur ]0, 1[. On peut poser t = H—Lu

et on obtient
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1

+o00 x—1 y—1
du
= " T1—t)v'dt= v 1% _
Bl y) L Ul L <1+u) < T+u (1 +w)?
+00 uxfl
|,

II.C -3) Soient x > 1 et y > 1. Pour tout réel positif t, par positivité de I'intégrale,

t +oo
0< Fyylt) = J WY e ™ qu =T (x4 y) —J WY e ™™ qu < T(x 4+ y).
0 t
U.Xf]
II.C -4) Soient x > 1 et y > 1. Pour (u,a) € [0, 400[x[0, +o0[, posons g(u,a) = WFX’H(“ +u)a) de sorte que
+oo
pour tout réel positif a, G(a) = J g(u,a) du.
0

e Pour tout réel a de [0, +ool, la fonction 1 — g(u, a) est continue par morceaux sur [0, +oo[ (car x — 1 > 0).

e Pour tout réel u de [0, +ool, la fonction a — g(u, a) est continue sur [0, +ool.

x—1 x—1
e Pour tout (u,a) € [0,400[x[0,4+o0[, |g(u, a)] = U-T-LWFX'U(“ +u)a) < (]:WF(X—HJ) = @(u). La fonction ¢
Fx+vy)

est continue sur [0, +ocol, équivalente en +oco & et donc est intégrable sur [0,+oo[ car y +1 > 1.

uy+]
D’aprés le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, la fonction G est définie et continue sur [0, +ool.
II.C -5) Avec les notations de la question précédente,

e Pour tout réel a de [0, +ool, la fonction u — g(u, a) est continue par morceaux sur [0, +ool.
(T+uw)a
e Pour chaque u de [0, 400, Fx y((1+u)a) = J

v le b dt = T(x+y) et donc g(u,a) —  @(u) avec @
0 a—-+oo

a—+o0o
continue par morceaux sur [0, +ool.
e Pour tout (u,a) € [0,+00[?, |g(u, a)| < @(u) avec @ intégrable sur [0, +ool.

D’aprés le théoréme de convergence dominée généralisée et la question I1.C.2),

) +o00 +o00 ux—] ) +o0 U,Xf]
QEIEOOL G(a) = Jo RN agrfooF(U +u)a) du= F(x+y)J0 [EENIEE] du=T(x4+y)p(x,y).

I1.C -6) En plus des hypothéses vérifiées a la question I1.C.4), g admet sur [0, +00[x[c, d] une dérivée partielle par rapport
a a et pour tout (u,a) € [0, +oo[x[c, d],

g_g(u) a) = (] +):)]X+y (1 +u)e—(1+u)a((] +u)a)x+y—1 _ ax+y—1ux—1e—(1+u)a'
e Pour tout a € [c, d], la fonction u — g—i(u, a) est continue par morceaux sur [0, +ool.
e Pour tout u € [0, +ool, la fonction a a—g(u, a) est continue sur [c, d].
e Pour tout (u,a) € [0,+o0[x[c, d], g—g(u, a)| < @xty-Tux—le(+ue — o (u) ou @ est continue par morceaux et

intégrable sur [0, 4o0[ (car ¢ > 0).

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, G est de classe C! sur tout segment de ]0, +oo[ et sa dérivée
s’obtient par dérivation sous le signe somme. On en déduit encore que G est de classe C' sur ]0, 400 et sa dérivée s’obtient
par dérivation sous le signe somme.

II.C -7) Pour tout a > 0,

+o0o “+00
G'(a) = —g(u, a) du = a*tv-Te @ w e v du
Jda 0

r
ﬁ (d’apres la question I11.A.2))

aX

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés.



a

II.C -8) 1l existe donc C € R tel que pour tout a > 0, G(a) = C + F(X)J tY=Te ' dt. Cette égalité reste vraie pour

0
a = 0 par continuité de G sur [0, +oo[. Quand a = 0, on obtient C = 0 et donc pour tout a > 0,

G(a) =T(x) J: tyTe t qdt.

reariy)

Quand a tend vers 400, on obtient T'(x)I'(y) =T(x +y)B(x,y) (d’apres la question I11.C.5)) et donc B(x,y) = m
Partie III - La fonction digamma

IIT.A - Pour tout réel x > 0, I'x + 1) = xI'(x). En dérivant cette égalité, on obtient pour tout réel x > 0, I'(x + 1) =
I'(x) +xI'"(x). En divisant les deux membres ce rte égalité par le réel non nul I'(x + 1), on obtient pour tout réel x,

M +1)  T(x)+xI"(x)  Tx)+xIM(x) 1
R e e e o I
et finalement, pour tout réel x > 0, P(x + 1) —P(x) = %

ITI.B - Sens de variation de 1

I (x0) T(y)
I (xo +y)
tant que quotient de fonctions dérivables sur ]0,+oo[ dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0, 400l et ceci pour tout
xo > 0.

Ainsi, la fonction § admet sur ]0, +o0o[? une dérivée partielle par rapport a sa deuxiéme variable y et pour (x,y) €]0, 4002,

II1.B - 1) Soit xo > 0. Pour tout réel y, B (xo,y) = . La fonction y — f (xo,y) est dérivable sur ]0,+oo[ en

MNy) Tlx+y)

9B WP +y) TN x+y) _ TNy <F’(y) F’(X+y)>
3y (% y) =T(x) T u)? Fx T y)

=Bxy) (W) —dx+y)).

IIL.B - 2) Soit x > 0. Soient y et y’ deux réels strictement positifs tels que y < y’.

y<y' =vtelo, 1, y—1In(1—-1t) > [y —1)In(1 —1) (car T —t €]0,1[ et donc In(1 —1t) < 0)
= vt €0,1[, e¥ D08 5 =Dt sy €0 1] (1—t)¥ ' > (1—t)y !
S Vel 1L 1=ty > T -ty !

1 1
:>J 1=ty dt < J (1 =)y T dt
0 0

= B(x,y) = B(x,y').
Pour tout réel x > 0, la fonction y — P (x,y) est décroissante sur ]0, +ool.

0
II1.B - 3) Mais alors, pour tout (x,y) €]0,+oco[?, a—S(x,y) < 0 ou encore

pour tout (x,y) €]0,+ool%, B(x,y)(W(y) —b(x+y)) <O.

Maintenant, pour tout (x,y) €]0,4+o00[%, B(x,y) est Iintégrale d’une fonction continue, positive et non nulle sur ]0,1[. On
en déduit que pour tout (x,y) €]0,+oo[?, B(x,y) > 0 puis que

pour tout (x,y) €]0,+00l?, Y(y) < P(x +y).
Ceci montre que la fonction 1\ est croissante sur 0, +ool.
III.C - Une expression de p comme somme d’une série de fonctions
IIT.C - 1) Soient n € N* et x €] — 1+ ool.

Wx+1)—Y(M) —(Wx+T+n)—Pn+1)) = (Wx+k)—Pk)— Wx+k+1)—P(k+1))) (somme télescopique)

hE

k

Il
-

I
M=

(Wk+ 1) =P(K) — (Wx+k+T1) —px+Kk)) =D (%_ klx)'
k=1

~
Il
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II1.C - 2) Puisque la fonction 1 est croissante sur ]0,+oo[ et que n+x+1>n, on aPp(n+x+1) —p(n) > 0. D’autre
part, x < p et donc

P P
Pt x+ 1) =) S pmtp+ 1) — ) =Y [hn ke —pnik) =) ——

k=0 k=0 n+k

1

3

+

<

3
|

Il
x||~
M

1
E = Hn+p —Hn

~
Il

1

+1
et

= T

N
M-
31—

i
o

II1.C - 3) Soit x > —1. Pour n > 2,

W1 +x) — <¢(1)+Z (l— ] >> =Pp(x+n+1)—Ppn+1)

1
=x+n+1)—pMn)) - pm+1)—PMn)) = px+n+1)—YP(n)) - o
Puisque 0 < P(x+n+1)—P(n) < w, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que 1 (x+n+1)—p(n) tend vers 0

n
quand n tend vers +o0. Il en de méme de (ll)(x—f—n—}—])—ll)(n))—% et on a montré que P (1+x)— <1|)(]) + Z <l 1 ))

k=T
tend vers 0 quand n tend vers +oo.

1
n+x

b=+ 3 (1o )

ITI.D - Un développement en série entiére

o » T
Ainsi, la série de terme général — — , > 1, converge et
n

1 1
III.LD - 1) Pourn > 2 et x € [— 1,+oo[,posonsgnzﬁ—n+x.

e La série de fonctions de terme général g, n > 2, converge simplement vers g sur [—1, 4ool.
e Chaque fonction gn, n = 2, est de classe C™ sur [—1,+o0[ et

(—1)+Tkl
(n + X)k+1 :

Maintenant, pour tout n > 2, pour tout x € [—1,+o0o[ et tout k € N*, on a

vn > 2, Yke N, vx > —1, gl (x) =

k! k!
’ EEE S (n—1)kt1”
k!
(n— 1)k+1’

‘92”( )

Puisque k+ 1 > 2, la série numérique de terme général n > 2, converge. On en déduit que pour chaque

k € N*, la série de fonctions de terme général g%k), n > 2, converge normalement et donc uniformément sur [—1, +ool[.

D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation terme a terme, g est de classe C* sur [—1,4o00[ et ses dérivées
successives s’obtiennent par dérivation terme & terme.

Soit k € N*.

+oo +oo k+]k'
gM(0) =) g0 Z nkﬂ = (1)K gk + 1) = 1).
n=2

IIL.D - 2) Soit x €] — 1, 1[. D’apreés l'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE,

i |X||nHM +1
S (m+1)!

)
k=0
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ot My, 41 est un majorant de g(™*") sur ] — 1,1 Pour n € Net t €] — 1,1,

‘g(“+])(t)‘:(n+1)!+w L

M

Kroniz
2kt om

—+00 1 +oo 1
(k—1)n+2 =n+1)! Z kn+2
k=2 k=1

+oo.|

k_ = (n+1)I¢(2).

<(n+1)!

M

<(m+1)!

j M

™ M gr _ XM+ 1C(2)

< 2 n+1. A
TSI TSI C(2)Ix] On a montré que

puis

< C2)™r

vneN, vx el —1,1], Z

Soit x €] — 1,1[. Alors, ¢(2)[x|™*" tend vers 0 quand n tend vers 4+00. On en déduit que la série de TAYLOR de g en x
converge vers g(x). Ceci montre que g est développable en série entiére sur | — 1, 1[.

II1.D - 3) Soit x €] — 1, 1[. En tenant compte de g(0) = 0,

1p(1+x):11)(1)+1—]1?+9(x):1b(1)+z et “+Z T+ DA T) = 1) x™
n=1
+oo
=P+ > () 4+ DIm+ T
n=1

Partie IV - Expression de S, en fonction de valeurs entiéres de (

IV.A - Une relation entre B et 1\

Soit x > 0. La fonction 1\ est dérivable sur ]0,+oo[ en tant que quotient de fonctions dérivables sur ]0,+oo[ dont le
dénominateur ne s’annule pas sur ]0, +o0o[. Donc, la fonction y — W (y) — P(x +y) est dérivable sur ]0, +oo[. Ceci montre
la fonction (x,y) — W(y) — P(x +y) admet une dérivée partielle par rapport a y sur ]0,+oo[?. Puisque la fonction f

s 2B e y) = Bl w) () — b (x + )

admet aussi une dérivée partielle par rapport a y sur ]0, +o0[2, la fonction (x,y) 3
E

2

—E(x, 1) est défini pour tout x > 0.
0y

admet une dérivée partielle par rapport a y sur ]0, +-oo[?. En particulier,

D’aprés la question II1.B.1), pour tout (x,y) €]0, +oo[?,

= 5 05U 0bly) =+ 1)) + Blx,y) (0 (y) ' (x +)
= B4, Y) (W (Y) —b(x+y)) + B, y) (' (y) — ' (x +y)).
Pour y =1, on obtient en particulier B(x) = B(x, 1) [(W(1) —(x + 10)2 + @W/'(1) =P/ (x + 1))] avec

) T x1 1
B, 1) = Fx+1)  xI'x) %

On a montré que

Vx>0, xB(x) = ($(1) = (x+1))* + ('(1) =" (x +1)).

1
Pour tout réel x €]—1, +oo[, Y(1+x) =P (1)+ 1——+g( ). Puisque g est de classe C* sur [—1, +00[ et en particulier sur

10, +o0l, il en est de méme de la fonction x — P (1+x). Mais alors, la fonction B : x +— 1 ((11)(1) —Px+1))2+ (1) =P/ (x+ 1)))

X
est de classe C* sur ]0, +ool.

IV.B - Expression de S; a ’aide de la fonction B
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1

IV.B - 1) Pour x >0ety >0, B(x,y)J 11— )V~ dt. Soit x > 0 fixé. Pour t €]0,1[ et y > 0, posons b(t,y) =
0

1
t*~1(1 — 1)Y= de sorte que B(x,y) :J' b(t,y) dt. Soit ¢ > 0. Pour (t,y) €]0, 1[x[c, +o0l,
0

ob B 1 y—1 2’b _ 2, x—1 y—1
oy (b Y) = (1 =1 =t et 205 (ty) = (In(1 — )11 -1
Pour (t,y) €0, 1[x[c, +-ool,

aZ

oy?

ob
‘a(t,y)‘ < In(T— (1T =) = @1 (t) et

(t,y)’ < (In(1 = )26 (1 =0 = (1),

Les fonctions @1 et @7 sont continues sur ]0, 1], négligeable devant t*~! quand t tend vers 0 avec x—1 > —1, et négligeables

c c
devant (1—t)7"*Z quand t tend vers 1 avec —1+ 5 > —1. Donc, @1 et @2 sont intégrables sur ]0, 1[. Les autres hypothéses
du théoréme de dérivation sous le signe somme étant aisément vérifiées et ceci pour tout ¢ > 0, pour tout (x,y) €]0, 4002,
aZB 1
—(xy) = | (In(1—t)*t (1 —t)v~ ! dt.
Sozxy) = | (1 =021 —y)
Pour y =1, on obtient en particulier

2 1
Vx >0, B(x) = gy—g’(x, 1) :J' (In(1 — )2 dt.
0

IV.B - 2) En admettant que ’on puisse sans probléme indéfiniment dériver sous le signe somme,
1

Vp S N*, VX > 0, B(p)(X) :J (1n(] _t))z(lnt)PtX*1 dt.
0

(=17 (" (nt)"2(In(1 — 1))

IV.B - 3) D’aprés la question L.F.2), S; = =20 ), . dt.
1 r—2 2
Int In(1—1t
11 suffit donc de démontrer que lir(r)l+ B2 (x) = J (int) (tn( ) dt sachant que
X— 0

1
vx >0, BU=2)(x) :J (In(1 —1))?(Int)"~2t*~" dt.
0

e Pour chaque x > 0, la fonction t — (In(1 —1t))?(Int)"2t*" " est continue et intégrable sur ]0, 1[.

r—2 _ 2
e Pour chaque t €]0,1[, lim (In(1—1))?(Int)"2t* ! = (In )™ (In{1 — 1)) )

x—0+ t

r—2 _ 2
e Pour chaque (x, ) €10, +00lx]0, 11, |((In(1 — £))2(In t)—2—1] < 108 “t““ Y _ o).

La fonction ¢ est continue par morceaux sur ]0, 1[.

Quand t tend vers 0, @(t) ~ t|/Int|"~2 — 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées. La fonction ¢ se prolonge par
continuité en O et est en particulier intégrable sur un voisinage de 0.

Quand t tend vers 1, @(t) ~ (t — 1)?|Int|""2 — 0 et donc @ est intégrable sur un voisinage de 1.

Finalement, ¢ est intégrable sur 10, 1[.

D’aprés le théoréme de convergence dominée généralisée, lir(r)l+ B("?)(x) existe dans R et
x—

1 1 r—
lim B (x) :J lim (In(T —t))*(Int)" 2t dt:J' (tnt)"*(In(1 — t))* dt,

x—0+ o0 x—0* 0 t
puis
_ =D B
R TR S

(W +x) = (1) + (W' (x) =$'(1 +x))] _

. 1 .. 1
IV.B - 4) Pour r = 2, on obtient S; = 3 Xlir(r)l+ B(x) = 5 Xlir(r)l+

X
P est de classe C* sur ]0,+oo[ ou encore la fonction x — P(1 + x) est de classe C* sur | — 1, +oo[. En particulier, les
fonction x — P(1 + x) et x — P’'(1 + x) admettent en 0 un développement limité & tout ordre, son développement de
TAYLOR-YOUNG. Donc, quand x tend vers 0,
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et

puis
2\ Ly
By = QL0 _ oy oy
Donc, S, = _11)2(])' Or, pour tout x > 0, (1 +x) =P(1) +1— T + g(x) et donc, pour tout x > 0, V(1 +x) =
—w + g”(X) puis, d’aprés HIDI)
V(1) =—2-2(¢(3) = 1) = =2¢(3).
On retrouve alors S; = _wz L) =((3).
IV.C -

IV.C - 1) Puisque 1 est de classe C*™ sur ]0,+oo[, ¢ est de classe C* sur | — 1, +ool. Pour tout x > 0, @(x) = xB(x)
D’aprés la formule de LEIBNIZ, pour tout n > et tout x > 0,

n—1
@(n)(x) =20 (1 +x) (BT +x) = (1) + > (

n—1
- ( (E)xpm(l)w(“k)m)) —p),
=1

IV.C - 2) Soit r > 3. Alors, n=1r—12> 2 et

r—2
(1)) — =T\ (k) gy (1= 1K) ()
0 (OJ—(Z( A m) P,

k=1

)w 1+ X9 (1 4 x) — (1 ).

Pour x = 0, on obtient en particulier

~

Pour x > 0, ¢@(x) = xB(x). La formule de LEIBNIZ fournit aussi pour v > 3 et x > 0,

@™ (x) =xB™ (x) +nB" " (x)

et donc, @™ étant continue en 0 et B(™ et BT ayant une limite réelle en 0 d’aprés IV.B.3),

eM™ (0™ (0)=(r—1) lim B2 (x) =2(r—DI(=1)"S,.

x—0+
-2
DT ST (T T 00 g (1K) (r)
Donc, pour 1> 3, 28, = —— | > P (MY M | =p™m].
C(r=1) =\ k
Maintenant, d’aprés la question I11.D.3), la fonction 1 est développable en série entiére en 1 et pour tout k > 1,
Y1) k+1
= (=) "¢(k+1).

Donc,

r r—2
28, = (=N . K; %(—1)“‘1@&(“1)(—1)“‘*“‘ (r—1 —k)!C(r—1—k+1)> — (=Dl (r+ 1)
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