SESSION 2012

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE MP

Partie I - Suites récurrentes linéaires

I.A - Ordre (et polynéme) minimal d’une suite récurrente linéaire
Soit x une suite récurrente linéaire.

e Par définition, il existe un polynéme A non nul (de degré p) tel que A(o)(x) =0 et donc Jx # {0} et aussi Jx # .

e Soit (A,B) € (]X) . Alors (A —B)(0)(x) = A(o)(x) —B(0)(x) =0 et donc A — B € Jy.

. Soig (A,P) € Jx x K[X]. PA(0)(x) = (P(0) o (A(0))(x) =P(0o)(A(0)(x)) =P(0)(0) =0 (car P(o) est un endomorphisme
de K%).

On a montré que J5 est un idéal non réduit a {0} de K[X].
I.B - Quelques exemples

1.B.1) e Une suite récurrente d’ordre 0 est une suite x telle que
Jap € K\ {0}/ Vn € N, apx, =0.

Ces égalités sont équivalentes & x = 0 et donc, il existe une et une seule suite récurrente d’ordre 0 & savoir la suite nulle.

e Soit x € KN.

x est une SRL d’ordre 1 & J(ap,a1) e Kx K\ {0}/ Vn € N, aixni1 + aoxn =0
S 3dqe K/ YneN, xnt1 = qxn.

Les SRL d’ordre 1 sont les suites géométriques.

e Soit x € KN.

(0—Id)*’(x) =0 VneN, xnp2—2Xns1 +xn =0 3(a,b) e K2/ VneN, x, =an+b

& x est une suite arithmétique.

Maintenant, les suites précédentes ont un polynéme minimal qui est un diviseur unitaire de (X — 1)? et donc admettent
pour polynéme minimal 1, X — 1, (X — 1)2. De plus,

- il y a une et une seule suite arithmétique admettant 1 pour polynéme minimal & savoir la suite nulle,

- les suites admettant X — 1 pour polynéme minimal sont les suites constantes et non nulles.

Donc, les suites admettant (X — 1)? pour polynoéme minimal sont les suites arithmétiques de raison non nulle ou encore
les suites arithmétiques non constantes.

1.B.2) Le polynéme caractéristique de la récurrence est X3 +3X? +3X +1 = (X +1)3. Donc, le polynéme minimal B, de
x est 'un des quatre polynomes 1, X+ 1, (X + 1) ou (X + 1)3.

x # 0 car x; = —1 et donc B # 1 puis xo +x1 = —1 #0 et donc B # X+ 1 car (xn + Xn+1)nen n’est pas la suite nulle.

Montrons par récurrence que VYn € N, X412 + 2xn1 + xn =0.

e xo+2x1 +x2 =0—2+2=0 et donc I’égalité est vraie pour n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que Xni2 + 2Xn1 + xn = 0. Alors

Xn+3 + 2Xn12 + Xnt1 = (=3%n42 — IxXn1 —Xn) + 2Xn 2 + Xnp1 = —Xny2 — 2Xny1 — Xn = 0.
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Le résultat est démontré par récurrence. Ainsi, (X 4+ 1)2(0)(x) = 0 et donc le polynéme minimal de x est (X + 1)2.
I.C - L’espace vectoriel Ra(K) et deux cas particuliers

I.C.1) @ Ra(K) est le noyau de 'endomorphisme A(c) de KN et donc R (K) est un sous-espace vectoriel de K.
e 0 et A(0) commutent. Donc o laisse stable le noyau de A(o) qui est Ra(K).

e Montrons que R (K) est de dimension p. Soit ¢ : Ra(K) — KP . Montrons que @ est un isomor-
X = (X0y X1y ey Xp—1)
phisme d’espaces vectoriels.

- @ est une application de R (K) dans KP. De plus, @ est linéaire.

p—1
a
- Soit o = ((Xk)ogkgpf] € KP. Soit x la suite définie par : Yk € [[O,p — 1ﬂ, Xk = ok et Yn € N, Xntp = — Z —an+k.
k=0 P
x est un élément de R (K) tel que @(x) = «. Ceci montre que ¢ est surjective.
- Soit x € Ra(K). Si x € Ker(o),
p—1 a
Yk e [0,p—1], xik =0et VN €N, Xnip =— 3 —Xnik.
k—o %p
Mais alors, xo =x7 = ... =%Xp_1 =0et sipour n > 0, Xpn =Xn41 =... = Xn4p—1 alors xnp = 0. Ceci montre par

récurrence que V1 € N, x,, = 0 et donc x = 0. Par suite, Ker(¢p) = {0} et donc ¢ est injective.
Finalement, ¢ est un isomorphisme.
Puisque @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, dim (Ra (K)) = dim(KP) = p.
I.C.2) Soit x e KN. x € RA(K) & Vn €N, Xnip =0&E VN > p, xn =0.

Pour k € [0,p — 1], soit ex la suite définie par : Vn € N, (ex),, = dn,k. Chaque ex, 0 < k < p — 1 est un élément de
RA(K). De plus, la famille (ex)ock<p—1 est I'image de la base canonique de KP par I'isomorphisme @' (ofl @ a été défini
a la question précédente). Donc, la famille (ex)ockgp—1 est une base de Ra (K).

1.C.3) a) Ea (K) = Vect ((nkhn)neN) o<kep 1 et donc E (K) est un sous-espace vectoriel de KN de dimension inférieure
ou égale a p.
p—1
Montrons que la famille ((nkhn)neN) o<kep est libre. Soit (o )ogkgp—1 € KP. Posons Q = Z o XK.
<k k=0
p—1 p—1
Z o (nk)\“)neN =0=VneN, Z G AT =0=V¥YneN, Qm)A" =0
k=0 k=0
=>VneN, Q(n) =0 (car A #0)
= Q =0 (polyndéme ayant une infinité de racines)
=Vk e [0,p—1], ax =0.
Donc la famille ((nk7\”)neN)nggpi1 est libre et finalement, la famille ((nkxn)“EN)ogkgpq est une base de E (K).

On en déduit que Ex (K) est un sous-espace vectoriel de K de dimension p.

b) Soient Q € Ky, _1[X] puis x = (Q(n)A™), cx-

(X=A)(0)(x) = (6 —Ald)(x) = (Q(n + DA™ —AQMA™), ;= (AQM + 1) = AQM)A™), oy

Donc (o —AId)' (x) = (Q; (M)A™) ey 00 Q1 =A(Q(X + 1) — Q(x)). On note alors que deg(Q7) < deg(Q) —1<p—2.
Par récurrence descendante, Yk € [1,p], (60—AId)*(x) = (Qx(M)A™), cn ott Qx est un polynome tel que deg(Qy) < p—k—1.
En particulier, pour k = p, (0 —AId)P (x) = (Qp(N)A™), oy 0ft Qp est un polyndme tel que deg(Qp) < —1 et donc Qp = 0.
Ceci montre que (o0 — Id)P(x) =0 et donc que x € Ra(K). On a montré que Ea (K) est contenu dans Ra (K).

Puisque Ea (K) est un sous-espace de Ra (K) et que dim (Ea (K)) = p = dim (Ra (K)) < 400, on a montré que

Ra(K) =Ea(K).
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I.D - Etude de Ra(K) quand A est scindé sur K

Si d =0, le résultat a établir I’a été a la question 1.C.2). On suppose dorénavant que d > 1.
Les polynomes X™o et (X —Ax)™k, T < k < d, sont deux & deux premiers entre eux (car sans racine commune dans C).
D’aprés la théoréme de décomposition des noyaux et les questions 1.C.2) et 1.C.3),

RaA[X] = KerA(o) = Ker (¢™°) @ ( @ Ker(o— ?\kId)mk))
1<k<d

={(xn) €K/ VN > mo, xn =0} @ ( O {(QrMAY) en»> Qx € Kmy—1 [X]})

1<k<d

d
= {(Xn) S KN/VTL = Mo, Xn ZO} &) {Z Qk(n) E, Vk € [[],dﬂ, Qx € Kmk_][X]} .

k=1
d
Si x est de la forme ci-dessus, alors Vn > mg, X, = Z Qr(M)AY ou Vk € [1,4d], Qk € Ky, —1[X].
k=1
Réciproquement, soit x une suite de la forme précédente. Soit x’ la suite définie par ¥n € N, x/| Z Qx(n)AY. Alors

x = (x —x’) +x’ ou la suite x — x’ s’annule a partir du rang mgy. Donc x est dans R [X].

On a montré que

RAX] = {(xn)neN e KN/ Vk € [1,d], 3Qx € Kum,—1[X]/ V1 > mo, xn = Y_ Qk(n)A{g}.

k=1

Partie Il - Matrices de Hankel associées a une suite récurrente linéaire

II.LA - Calcul du rang de H, (x) quand x est une suite récurrente linéaire
II.A.1) Par définition, x est un élément de Rg(K). D’aprés la question I.C.1), R (K) est stable par o. Donc, Vk € N,
o¥(x) € R (K).

Ainsi, (Gk(x)) est une famille de Rp(K) de cardinal p = dim (Rg(K)) < 4o00. Pour montrer que la famille

0<k<p—1
(Gk(x))0<k<p—1 est une base de Rg(K), il suffit de vérifier que la famille (Gk(x))0<k<p—] est libre.
p—1
Soient (“k)0<k<p71 € KP puis P = Z (kak.
k=0

Zockcr )=0= P(o)(x) =0

= P =0 (car deg(P) < deg(B) et par définition du polynéme minimal)
=Vk e [0,p—1], axx =0.

Ainsi, la famille ((rk(x))0<k<p_1 est libre et donc la famille (Gk(x))0<k<p_1 est est une base de Rg(K).

Soit n € N*.

e Sin < p, la famille (O‘k est une sous-famille de la famille libre (Gk(x)) On en déduit que la

(X))ogkgn—l
est libre et donc de rang n.

og<k<p—1"

famille (Gk(x))o<k<n—1

e Sin >p, alors Vk € [p,n—1], o*(x) € Rp(K) = Vect (crk X

( ))nggp ,- Par suite,

rg (Uk(x))o<k<n4 =rg (Uk(x))0<k<p4 - b

e N, rg (0%(3) g creen—1 = { psin>p

II.A.2) Soit n € N*. Comme a la question I.C.1), Vn > p, ¢n est (linéaire) injective.

Soit n > p. On remarque que Hy (x) = ( (o1 On note Cy, ..., Cy, les colonnes de la matrice Hy (x).

)1 ])1<1,]<n
Puisque Vk > p, 0®(x) € Vect (x, o(x)y...,0P" 1( )) on a encore Vj > p + 1, Cj € Vect(Cy,...,Cp) et donc
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rg(Hn () = 1 (071 ()i-1) iy csep = T8(C1r -0, Cy).

Maintenant, la famille (Cy,...,C,) est 'image par @n de la famille libre (x, o(x),..., oP~1(x)). Puisque @, est linéaire
injective, on en déduit que la famille (Cy,...,C;) est libre et finalement que

rg(Hn(X)) = rg(C1 Yooy Cp) =P
II.B - Détermination de la récurrence minimale d’une suite récurrente linéaire

I1.B.1) Si m < p, Hyn(x) est de format m < p et donc rg(Hm (x)) < p.

Puisque p = rg(Hm(x)), on a m > p puis Vn > p, rg(Hn(x)) = p. D’autre part, si p’ est Pordre minimal de x, pour
n >7p’, on arg(Hy(x)) =p’ d’aprés la question précédente.

Si n = max{p,p’}, on obtient p =rg(Hn(x)) =p’ et donc x est d’ordre minimal p.

Puisque rg(Hy, (x)) = p, les p colonnes de Hy (x) constituent une famille libre. Notons C1, ..., CI'), les p colonnes de Hy,(x)
et C1, ..., Cp, Cpy1, les p+ 1 colonnes de Hp11(x). Les colonnes Cy, ..., Cp, sont linéairement indépendantes car

P P
> uCe=0= ) aC{=0=Vke[l,p], c=0.

k=1 k=1
Puisque rgHp11(x) = p et que (Cq,...,Cp) est libre, on en déduit que Cp4q1 € Vect(Cy,...,Cp). Par suite, il existe
(br)ocksp—1 € KP tel que Cpy1 = —boCq1 —...—bp_1C,. Mais alors, le vecteur (bo,...,bp_1,1) est un vecteur non nul

du noyau de Hy1(x).
D’autre part, le théoréme du rang permet d’affirmer que

dim(Ker(Hp 1 (x))) = p + 1 —rg(Hpp1(x)) =p+1-p =1,

Par suite, Ker(Hp41(x)) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (bo,...,bp_1,1).

I1.B.2) L’égalité boCy +...+bp_1Cp + Cpi1 = 0 fournit box +br0o(x) +...+bp_10P 71 (x) + 0P (x) = 0 (par injectivité
de @p11) et donc x € Rg(K) oit B =XP +b,_1XP~! +...+b1X + bo.

Puisque x est d’ordre minimal p et que B est unitaire de degré p, B est le polynéme minimal de x.

I1.C - Etude d’un exemple

II.C.1)

I1.C.2) x est d’ordre minimal au plus 4. x4 = x3 —2x7 = —2, x5 = x4 — 2x2 = —4 et xg = x5 — 2x3 = —4.

x n’est ni nulle, ni géométrique et doncp #Oetp#1.

rg((
(} } =1 2. Donc p # 2 puis p € {3,4}.
1T 1 1
e rg(Hs(x 1 1 0 > 2 puis det(Hz(x)) = —1 # 0. Donc rg(Hz(x) = 3.
1 O
1
e Hy(x) = } 0 _2 :4 . Puisque rg(H3(x)) = 3, rg(H4(x)) > 3 puis
0 -2 —4 —4
a+b+c=0 a+b=—c
a+b—2d=0 2d =—c a=0
(a,b,cd) € Ker(Halx)) 9 0 4 _2c—4a=0 “) a=0 ‘:’{bz—(::zd
—2b—4c—4d=0 b=2d

(0,2,—2,1) est un vecteur non nul du noyau de Ha(x). Donc rg(Ha(x)) = 3 # 4 puis p = 3. Mais alors, Vn > 3,
rg(Hn(x)) = 3. On en déduit que x est d’ordre minimal 3.

I1.C.3) D’aprés la question I11.B.2), le polynéome minimal de x est X3 —2X? 42X et donc la récurrence minimale de x est :
Vn e N, xn13 =2xn+2 — 2Xn 1.

I1.C.4) Puisque X3 —2X2 +2X = X (X — (1 +1)) (X — (1 — 1)), la question I.D- permet d’affirmer qu’il existe (a,b) € C?
tel que Yn > 1, xn = a(1 +1)™ +b(1 —1)™. Puis
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1 1—1
X1 =1 a(l+1i)+b(1—1) =1 a(l+1)+b(1—i) =1 atb=5 a=—
{XZ=1 (i){a(1+i)2+b(1—i)2:1 “ 2ia—b) =1 < R B B 1
a—b=—= b=
2 4
— 1 n—1 _
Donc, pour tout n > 1, x,, = ! 1(1 +in+ ! +1(1 —iyn = 1((1 + T+ (1= ) = (\/Z) cos (n—T)m
4 4 2 4
n—1 (n—1m
> = _— .
n>1, xn (\/Z) cos < 7 )
I1.C.5) De nouveau, p € {2,3,4} et x4 = —2 puis x5 = —4 puis xg = —4.
1/2 1
eratrat) = (7] ) =2
1/2 1 1
e rg(Hs3(x)) = 1 1 0 > 2 puis det(H3z(x)) =—=1+2—1=0. Donc rg(H3(x)) =2 et p # 3.
1 0 =2
1/2 1 1 0
1 1 0o -2 ) . o .
e Hy(x) = 1 0 -2 —4 | En développant suivant la derniére ligne, on obtient
0o -2 —4 -4
1/2 1 0 1/2 1 0 1/2 1 1
det(Hs(x)) ==2| 1 0 =2 (+4, 1 1 =21|—4] 1 1 0
1 -2 -4 1 0 —4 1 0 =2

— —2(0) + 4(0) — 4(0) = 0.

Done, rg(Ha(x)) =2 puis p = 2 puis Vn > 2, rg (Hn (x)) = 2. x est d’ordre minimal 2.

Le noyau de H3z(x) est la droite vectorielle engendrée par (2,—2,1) et donc, d’aprés la question I1.B.2, le polynéme minimal
de x est X2 —2X 4+ 2.

Partie III - Valeurs propres des matrices de Hankel réelles

III.A - Préliminaires

ITT.A.1) Si M est une matrice de HANKEL de taille n, M est en particulier une matrice symétrique réelle. Le théoréme
spectral permet d’affirmer que M est orthogonalement semblable & une matrice diagonales et en particulier que le polynéme
caractéristique de M est scindé sur R.

IIT.A.2) Si Spo(M) = (A,...,A) pour un certain A € R*, alors, M étant diagonalisable, M est semblable & Al,, puis
M = AlL,.

Mais puisque n > 3, ligne 3, colonne 1, de M on lit a; = 0 et ligne 2, colonne 2, de M, on lit a; = A # 0. Ceci est une
contradiction et donc on ne peut avoir Spo(M) = (A,...,A) pour un certain A € R*.

III.B - Une premiére condition nécessaire

n n—1
II1.B.1) On sait que Z?\i =Tr(M) = Z azk puis que
i=1 k=0
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n
> -
i=1

Tr(A%) =)

i=1

i=1

mn mn n
D MMy =3 | ) M
=1 =1

2n
= Z Miz,j (sommation en diagonale)
k=2 | 1<i,j<n
itj=k
2n 2n—2 n—1 k 2n—2 n—1
S|y ]S | T oa|-T(ra) X ( ¥ o«
k=2 | 1<i,j<n k=0 | 0<i,j<n—1 k=0 \i=0 k=n \i=k—(n—1)
itj=k i+j=k
— 2n—2
:Zk+1ak+z (k—(m—1))+1)a?
k=0
n—1 2n—-2
=) (k+Nat+ > (2n—k—T)af
k=0 k=n
1I1.B.2)
P 1 n
v, W V2i—Tasz;-1) X + V2n —2i+lay —_— = ar(i—
n—1 n
k=0 i=1
et
P n
VIZ=) QE-D+1ad 1+ > 2n=20-1)—Na3;
i=1 i=p+1
2p—2 2n—-2
<) (k+Naf+ > (2n—k—TNaf (carVk>2p>n, 2n—k—1>n—120)
k=0 k=2p
n—1 2n—-2
Z(k—H ai + Z (2n —k —1)a? (carm € {2p — 1,2p})
k=0 k=n
n
=Y AL
i=1
I11.B.3)

puis, d’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, (v, w)? <

= > M-2 )Y M+ D> M=

1<i<gjign

1<i<jgn

ZAZZAZZZA

1<1,]<n

1<i<jgn

= nZA% — (v, w)?,
i=1

> —a?

1<i<j<n

http ://www.maths-france.fr

n
= nZ A — (v, w)?
i=1

V2 wl? =

1<i<jgn

1<i<jg<n

> OoM-2 > M+ YN

1<i<j<n

5 (E9)-(E)

mn
> (n—|jwlI>) ) A
i=1

[w||? Z A? et donc

i=1

n
=Kn ) AL
i=1
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1 7 2
I11.B.4) Si de plus n = 3, alors p = 2 puis ||w||? =1+ 3 +1= 3 et donc K3 = 3 D’ou

2
L) & A=A+ A=A+ (A=A > 3 (AT + A3 +23)
2
S 2(M+AF+A3) —2(MA2 +MA3 +AA3) > 3 (AT + A3 +23)

4
S 2 (MHEAEFA) = 2(MA2 +MA3 +A203)
>3

3
S 2(AT+2A3+273) (MA2 +A1A3 +A2A3).

III.C - D’autres conditions nécessaires

II1.C.1) B est symétrique réelle et donc B est diagonalisable. Par suite, I’ordre de multiplicité de chaque valeur propre de
B est égal a la dimension du sous-espace propre correspondant.

e Notons Cy, ..., Cy, les colonnes de B. La famille (Cy,Cp,Cop_1) est libre (carn >3 =p>22=1<p<2p—1)et
donc rg(B) > 3. Mais les autres colonnes sont nulles et donc rg(B) < 3. Finalement, rg(B) = 3. Mais alors, 0 est valeur

propre de B d’ordre n — 3 (et donc O n’est pas valeur propre de B quand n = 3). Il manque encore trois valeurs propres
de B.

Notons (ei)1<ign la base canonique de Mq 1(R).
e B(e; +e,) =e1 + en. Donc 1 est valeur propre de B.

e B(e; —en) = —(e; —en). Donc —1 est valeur propre de B.
eBe, = —2e,. Donc —2 est valeur propre de B
Finalement,

II1.C.2) D’aprés le résultat admis par ’énoncé, puisque M et B sont symétriques réelles,

n—1 n—2
M X (=2 +A2 % (1) + D Aix 0+ Ay x TS Tr(MB) <Ay x 1+ ) Ai x 0+ Ancy x (1) + A x (=2),
i=3 i=2

ou encore 2A1 + Ay — A = —Tr(MB) et Ay — A1 — 2A, > Tr(MB).

Maintenant, Tr(MB) = My 2p—1b2p—1,1 + Mp pbpp +Mop_1,1b12p—71 =1 % Qri(2p-1)-2 — 2ap4p—2 + Q2p-1)41-2 =
(1 =24+ T)azp—2 =0 et on a donc montré que

2M+A—Ap 2 0et Ay —An—1 —2A4 2 0.

III.D - Casn=3
II1.D.1) M(e; —e3) = (a —c)(e; —e3) et donc a — ¢ est valeur propre de M. Ensuite,

a—X b c
XM = b c—X b = (a—X)(X? = (a+c)X +ac—b?) —b(—=bX + ab —bc) + c(cX + b% —c?)
c b a—X

=-X3+ (2a+ c)X? + X(—2ac + 2b% — a? + ¢?) + a%c — 2ab? + 2b%c — 3
=—(X—(a—c))(X* — (a4 2c)X —2b% +c(a+c))

1 1
Les trois valeurs propres de M (distinctes ou confondues) sont donc a—c, 3 (a +2c++Va? + 8b2) et 7 (a +2c—+Va2+ 8b2).
IT1.D.2) Soient A1, Az et Az trois réels donnés tels que A\ = Ay > Az et Ay —A2 —2A3 > 0 et 2A1 + A2 — A3 > 0. On
cherche trois réels a, b et ¢ tels que Spo(M) = (A1,A2,A3).

Il y a & priori 3 possibilités :
1

1
e 1ér cas. A =3 (a+20+\/a2+8b2),7\2=z (a+20—\/a2+8b2) et A3 = a — c¢. Dans ce cas,
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1
1 =AM +A2+2A
?(a—i—Zc—l—\/az—l—sz)—?\] a+2c=A+A T%( 1+ A2+ 28s)
VaZ A, - _
E(a+2c— a2+8b2):)\2 A aicﬁ-jﬂ; =M —A &4 Cc= 35?\1-&-7\2 A3) ] (car A1 > Az)
a—c=2A3 - bz—g<(7\1—7\2)2—§(7\1+7\2+27\3)2)

(A1 4+ A2+ 2A3)
(A1 4+ A2 —A3)

1
b2 — ]_()\] —2A2 —A3)(2A1 — A2 +A3)

1 1
e 2éme cas. A\ =3 (a+2c+\/a2+8b2),7\2:a—c et ?\322 (a+2c—\/a2+8b2).

(A1 + 2722 +A3)

Wl—‘wl-—*

1
z(a+20+\/a2+8b2)=?\1 { a+2c=A +2A;
&

a—c=»A VaZ +8b2 =7 —A;3 & (A1 — A2 +A3) (car A1 > A3)
1 —c=A
_ _ 2 2\ — a—c¢ 2 1 1
> (a+20 va‘+8b ) =As bl=3 ((m —A3)? =5 +27\2+7\3)2)

1

$(7\1 + 272 + A3)

= g()\l A2 +A3)
1
b2 = — (A1 — A2 —2A3)(2A1 + A2 —A3)

18

1 1
e 3éme. A\ = a —c, ?\zzz (a+2c+\/a2+8b2), et )\322 (a+2c—\/a2+8b2).

(2A1 + A2 +A3)

1
a—c=A -
1 ! > > (1—C27\1 13
g(“”c““ F87) =N o) at2e=hiA o g( M+ A2+ A3) (car Az > As)
T vVaz+8b2 =7 —A
E(a+2c— a2+8b2):)\3 - bzz%((?\2—7\3)2—%(27\14-7\24-7\3)2)
1
§(7\1 +2A; +A3)
=1 g()ﬂ A2 +Az)

1
b2 — ﬁ(_}“ + A2 —2A3) (A1 + 2722 — A3)

Dans le deuxiéme cas, le systéme proposé a toujours une solution puisque (A1 — A2 — 2A3)(2A1 + A2 — A3) > 0 & savoir

—_—
—_—

==(A+2A+2A3), b= (A1 —A2 —2A3)(2A1 + A2 —A3) et c = = (A1 — A2 + A3).

1
3 Wi 3
Pour ces trois réels a, b et ¢, on a Spo(M) = (A1,A2,A3).
II1.D.3) Ainsi, si n = 3 et si un triplet ordonné vérifie les conditions (I11.3), il existe une matrice de HANKEL M telle que

Spo(M) = (A1,A2,A3). Done, dans le cas n = 3, (IIL.3) est une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une matrice
de HANKEL M telle que Spo(M) = (A1,A2,A3).

Soit A > 1. Pour le triplet ordonné (A, 1,1),

(IIL1) & 2N +2) > 32A+ 1) & 202 —6A+12>0
(:)Ae( 3_ﬁ]u 3+ﬁ, >0[1,+oo[

3 3 +oo0(
3+V7
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La deuxiéme des conditions (II1.3) s’écrit quant a elle A —3 > 0. Donc si on prend A = , (A,1,1) est un triplet

347
2

ordonnée tel que les conditions (I11.3) ne sont pas vérifiées. Il n’existe donc pas de de matrice de HANKEL M telle que
Spo(M) = (A, 1,1).

Néanmoins, la condition (IT1.1) est vérifiée par le triplet ordonné (A, 1,1) et donc la condition (ITI.1) n’est pas une condition
suffisante d’existence.
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