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Partie I - Suites récurrentes linéaires

I.A - Ordre (et polynôme) minimal d’une suite récurrente linéaire

Soit x une suite récurrente linéaire.

• Par définition, il existe un polynôme A non nul (de degré p) tel que A(σ)(x) = 0 et donc Jx 6= {0} et aussi Jx 6= ∅.
• Soit (A,B) ∈ (Jx)

2. Alors (A− B)(σ)(x) = A(σ)(x) − B(σ)(x) = 0 et donc A − B ∈ Jx.
• Soit (A, P) ∈ Jx ×K[X]. PA(σ)(x) = (P(σ) ◦ (A(σ))(x) = P(σ)(A(σ)(x)) = P(σ)(0) = 0 (car P(σ) est un endomorphisme
de KN).

On a montré que Jx est un idéal non réduit à {0} de K[X].
I.B - Quelques exemples

I.B.1) • Une suite récurrente d’ordre 0 est une suite x telle que

∃a0 ∈ K \ {0}/ ∀n ∈ N, a0xn = 0.

Ces égalités sont équivalentes à x = 0 et donc, il existe une et une seule suite récurrente d’ordre 0 à savoir la suite nulle.

• Soit x ∈ KN.

x est une SRL d’ordre 1 ⇔ ∃(a0, a1) ∈ K×K \ {0}/ ∀n ∈ N, a1xn+1 + a0xn = 0

⇔ ∃q ∈ K/ ∀n ∈ N, xn+1 = qxn.

Les SRL d’ordre 1 sont les suites géométriques.

• Soit x ∈ KN.

(σ− Id)2(x) = 0 ⇔ ∀n ∈ N, xn+2 − 2xn+1 + xn = 0 ⇔ ∃(a, b) ∈ K
2/ ∀n ∈ N, xn = an + b

⇔ x est une suite arithmétique.

Maintenant, les suites précédentes ont un polynôme minimal qui est un diviseur unitaire de (X − 1)2 et donc admettent
pour polynôme minimal 1, X− 1, (X− 1)2. De plus,

- il y a une et une seule suite arithmétique admettant 1 pour polynôme minimal à savoir la suite nulle,
- les suites admettant X− 1 pour polynôme minimal sont les suites constantes et non nulles.

Donc, les suites admettant (X − 1)2 pour polynôme minimal sont les suites arithmétiques de raison non nulle ou encore
les suites arithmétiques non constantes.

I.B.2) Le polynôme caractéristique de la récurrence est X3 + 3X2 + 3X+ 1 = (X+ 1)3. Donc, le polynôme minimal Bx de
x est l’un des quatre polynômes 1, X+ 1, (X+ 1)2 ou (X+ 1)3.

x 6= 0 car x1 = −1 et donc B 6= 1 puis x0 + x1 = −1 6= 0 et donc B 6= X+ 1 car (xn + xn+1)n∈N n’est pas la suite nulle.

Montrons par récurrence que ∀n ∈ N, xn+2 + 2xn+1 + xn = 0.

• x0 + 2x1 + x2 = 0− 2+ 2 = 0 et donc l’égalité est vraie pour n = 0.
• Soit n > 0. Supposons que xn+2 + 2xn+1 + xn = 0. Alors

xn+3 + 2xn+2 + xn+1 = (−3xn+2 − 3xn+1 − xn) + 2xn+2 + xn+1 = −xn+2 − 2xn+1 − xn = 0.

http ://www.maths-france.fr 1 c© Jean-Louis Rouget, 2012. Tous droits réservés.



Le résultat est démontré par récurrence. Ainsi, (X+ 1)2(σ)(x) = 0 et donc le polynôme minimal de x est (X+ 1)2.

I.C - L’espace vectoriel RA(K) et deux cas particuliers

I.C.1) • RA(K) est le noyau de l’endomorphisme A(σ) de KN et donc RA(K) est un sous-espace vectoriel de KN.

• σ et A(σ) commutent. Donc σ laisse stable le noyau de A(σ) qui est RA(K).

• Montrons que RA(K) est de dimension p. Soit ϕ : RA(K) → Kp

x 7→ (x0, x1, . . . , xp−1)

. Montrons que ϕ est un isomor-

phisme d’espaces vectoriels.

- ϕ est une application de RA(K) dans Kp. De plus, ϕ est linéaire.

- Soit α = (αk)06k6p−1 ∈ Kp. Soit x la suite définie par : ∀k ∈ J0, p− 1K, xk = αk et ∀n ∈ N, xn+p = −

p−1∑

k=0

ak

ap

xn+k.

x est un élément de RA(K) tel que ϕ(x) = α. Ceci montre que ϕ est surjective.

- Soit x ∈ RA(K). Si x ∈ Ker(ϕ),

∀k ∈ J0, p − 1K, xk = 0 et ∀n ∈ N, xn+p = −

p−1∑

k=0

ak

ap

xn+k.

Mais alors, x0 = x1 = . . . = xp−1 = 0 et si pour n > 0, xn = xn+1 = . . . = xn+p−1 alors xn+p = 0. Ceci montre par
récurrence que ∀n ∈ N, xn = 0 et donc x = 0. Par suite, Ker(ϕ) = {0} et donc ϕ est injective.

Finalement, ϕ est un isomorphisme.

Puisque ϕ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, dim (RA(K)) = dim(Kp) = p.

I.C.2) Soit x ∈ KN. x ∈ RA(K) ⇔ ∀n ∈ N, xn+p = 0 ⇔ ∀n > p, xn = 0.

Pour k ∈ J0, p − 1K, soit ek la suite définie par : ∀n ∈ N, (ek)n = δn,k. Chaque ek, 0 6 k 6 p − 1 est un élément de
RA(K). De plus, la famille (ek)06k6p−1 est l’image de la base canonique de K

p par l’isomorphisme ϕ−1 (où ϕ a été défini
à la question précédente). Donc, la famille (ek)06k6p−1 est une base de RA(K).

I.C.3) a) EA (K) = Vect
(

(

nkλn
)

n∈N

)

06k6p−1
et donc EA (K) est un sous-espace vectoriel de KN de dimension inférieure

ou égale à p.

Montrons que la famille
(

(

nkλn
)

n∈N

)

06k6p−1
est libre. Soit (αk)06k6p−1 ∈ Kp. Posons Q =

p−1∑

k=0

αkX
k.

p−1∑

k=0

αk

(

nkλn
)

n∈N
= 0 ⇒ ∀n ∈ N,

p−1∑

k=0

αkn
kλn = 0 ⇒ ∀n ∈ N, Q(n)λn = 0

⇒ ∀n ∈ N, Q(n) = 0 (car λ 6= 0)

⇒ Q = 0 (polynôme ayant une infinité de racines)

⇒ ∀k ∈ J0, p − 1K, αk = 0.

Donc la famille
(

(

nkλn
)

n∈N

)

06k6p−1
est libre et finalement, la famille

(

(

nkλn
)

n∈N

)

06k6p−1
est une base de EA (K).

On en déduit que EA (K) est un sous-espace vectoriel de KN de dimension p.

b) Soient Q ∈ Kp−1[X] puis x = (Q(n)λn)n∈N
.

(X− λ)(σ)(x) = (σ− λId)(x) =
(

Q(n + 1)λn+1 − λQ(n)λn
)

n∈N
= ((λQ(n + 1) − λQ(n))λn)n∈N

.

Donc (σ− λId)1(x) = (Q1(n)λ
n)n∈N

où Q1 = λ(Q(X+ 1) −Q(x)). On note alors que deg(Q1) 6 deg(Q) − 1 6 p− 2.

Par récurrence descendante, ∀k ∈ J1, pK, (σ−λId)k(x) = (Qk(n)λ
n)n∈N

où Qk est un polynôme tel que deg(Qk) 6 p−k−1.
En particulier, pour k = p, (σ−λId)p(x) = (Qp(n)λ

n)n∈N
où Qp est un polynôme tel que deg(Qp) 6 −1 et donc Qp = 0.

Ceci montre que (σ− Id)p(x) = 0 et donc que x ∈ RA(K). On a montré que EA(K) est contenu dans RA(K).

Puisque EA(K) est un sous-espace de RA(K) et que dim (EA(K)) = p = dim (RA(K)) < +∞, on a montré que

RA(K) = EA(K).
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I.D - Etude de RA(K) quand A est scindé sur K

Si d = 0, le résultat à établir l’a été à la question I.C.2). On suppose dorénavant que d > 1.
Les polynômes Xm0 et (X − λk)

mk , 1 6 k 6 d, sont deux à deux premiers entre eux (car sans racine commune dans C).
D’après la théorème de décomposition des noyaux et les questions 1.C.2) et I.C.3),

RA[X] = KerA(σ) = Ker (σm0)⊕
(

⊕
16k6d

Ker (σ− λkId)
mk)

)

=
{
(xn) ∈ K

N/ ∀n > m0, xn = 0
}
⊕
(

⊕
16k6d

{
(Qk(n)λ

n
k )n∈N

, Qk ∈ Kmk−1[X]
}
)

=
{
(xn) ∈ K

N/ ∀n > m0, xn = 0
}
⊕
{

d∑

k=1

Qk(n)λ
n
k , ∀k ∈ J1, dK, Qk ∈ Kmk−1[X]

}

.

Si x est de la forme ci-dessus, alors ∀n > m0, xn =

d∑

k=1

Qk(n)λ
n
k où ∀k ∈ J1, dK, Qk ∈ Kmk−1[X].

Réciproquement, soit x une suite de la forme précédente. Soit x ′ la suite définie par ∀n ∈ N, x ′

n =

d∑

k=1

Qk(n)λ
n
k . Alors

x = (x− x ′) + x ′ où la suite x − x ′ s’annule à partir du rang m0. Donc x est dans RA[X].

On a montré que

RA[X] =

{

(xn)n∈N ∈ K
N/ ∀k ∈ J1, dK, ∃Qk ∈ Kmk−1[X]/ ∀n > m0, xn =

d∑

k=1

Qk(n)λ
n
k

}

.

Partie II - Matrices de Hankel associées à une suite récurrente linéaire

II.A - Calcul du rang de Hn(x) quand x est une suite récurrente linéaire

II.A.1) Par définition, x est un élément de RB(K). D’après la question I.C.1), RB(K) est stable par σ. Donc, ∀k ∈ N,
σk(x) ∈ RB(K).

Ainsi,
(

σk(x)
)

06k6p−1
est une famille de RB(K) de cardinal p = dim (RB(K)) < +∞. Pour montrer que la famille

(

σk(x)
)

06k6p−1
est une base de RB(K), il suffit de vérifier que la famille

(

σk(x)
)

06k6p−1
est libre.

Soient (αk)06k6p−1 ∈ K
p puis P =

p−1∑

k=0

αkX
k.

p−1∑

k=0

αkσ
k(x) = 0 ⇒ P(σ)(x) = 0

⇒ P = 0 (car deg(P) < deg(B) et par définition du polynôme minimal)

⇒ ∀k ∈ J0, p − 1K, αk = 0.

Ainsi, la famille
(

σk(x)
)

06k6p−1
est libre et donc la famille

(

σk(x)
)

06k6p−1
est est une base de RB(K).

Soit n ∈ N∗.

• Si n 6 p, la famille
(

σk(x)
)

06k6n−1
est une sous-famille de la famille libre

(

σk(x)
)

06k6p−1
. On en déduit que la

famille
(

σk(x)
)

06k6n−1
est libre et donc de rang n.

• Si n > p, alors ∀k ∈ Jp, n − 1K, σk(x) ∈ RB(K) = Vect
(

σk(x)
)

06k6p−1
. Par suite,

rg
(

σk(x)
)

06k6n−1
= rg

(

σk(x)
)

06k6p−1
= p.

∀n ∈ N∗, rg
(

σk(x)
)

06k6n−1
=

{
n si n < p

p si n > p
.

II.A.2) Soit n ∈ N∗. Comme à la question I.C.1), ∀n > p, ϕn est (linéaire) injective.

Soit n > p. On remarque que Hn(x) =
(

(σj−1(x))i−1

)

16i,j6n
. On note C1, . . . , Cn, les colonnes de la matrice Hn(x).

Puisque ∀k > p, σk(x) ∈ Vect
(

x, σ(x), . . . , σp−1(x)
)

, on a encore ∀j > p+ 1, Cj ∈ Vect(C1, . . . , Cp) et donc
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rg(Hn(x)) = rg
(

(σj−1(x))i−1

)

16i6n,16j6p
= rg(C1, . . . , Cp).

Maintenant, la famille (C1, . . . , Cp) est l’image par ϕn de la famille libre (x, σ(x), . . . , σp−1(x)). Puisque ϕn est linéaire
injective, on en déduit que la famille (C1, . . . , Cp) est libre et finalement que

rg(Hn(x)) = rg(C1, . . . , Cp) = p.

II.B - Détermination de la récurrence minimale d’une suite récurrente linéaire

II.B.1) Si m < p, Hm(x) est de format m < p et donc rg(Hm(x)) < p.
Puisque p = rg(Hm(x)), on a m > p puis ∀n > p, rg(Hn(x)) = p. D’autre part, si p ′ est l’ordre minimal de x, pour
n > p ′, on a rg(Hn(x)) = p ′ d’après la question précédente.
Si n = max{p, p ′}, on obtient p = rg(Hn(x)) = p ′ et donc x est d’ordre minimal p.

Puisque rg(Hp(x)) = p, les p colonnes de Hp(x) constituent une famille libre. Notons C ′

1, . . . , C ′

p, les p colonnes de Hp(x)

et C1, . . . , Cp, Cp+1, les p+ 1 colonnes de Hp+1(x). Les colonnes C1, . . . , Cp, sont linéairement indépendantes car

p∑

k=1

αkCk = 0 ⇒
p∑

k=1

αkC
′

k = 0 ⇒ ∀k ∈ J1, pK, αk = 0.

Puisque rgHp+1(x) = p et que (C1, . . . , Cp) est libre, on en déduit que Cp+1 ∈ Vect(C1, . . . , Cp). Par suite, il existe
(bk)06k6p−1 ∈ Kp tel que Cp+1 = −b0C1 − . . .− bp−1Cp. Mais alors, le vecteur (b0, . . . , bp−1, 1) est un vecteur non nul
du noyau de Hp+1(x).
D’autre part, le théorème du rang permet d’affirmer que

dim(Ker(Hp+1(x))) = p + 1− rg(Hp+1(x)) = p+ 1− p = 1,

Par suite, Ker(Hp+1(x)) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (b0, . . . , bp−1, 1).

II.B.2) L’égalité b0C1 + . . .+ bp−1Cp +Cp+1 = 0 fournit b0x+ b1σ(x) + . . .+ bp−1σ
p−1(x) + σp(x) = 0 (par injectivité

de ϕp+1) et donc x ∈ RB(K) où B = Xp + bp−1X
p−1 + . . . + b1X+ b0.

Puisque x est d’ordre minimal p et que B est unitaire de degré p, B est le polynôme minimal de x.

II.C - Etude d’un exemple

II.C.1)
II.C.2) x est d’ordre minimal au plus 4. x4 = x3 − 2x1 = −2, x5 = x4 − 2x2 = −4 et x6 = x5 − 2x3 = −4.
x n’est ni nulle, ni géométrique et donc p 6= 0 et p 6= 1.

• rg(H1(x)) = rg((1)) = 1.

• rg(H2(x)) =

(

1 1
1 1

)

= 1 6= 2. Donc p 6= 2 puis p ∈ {3, 4}.

• rg(H3(x)) =





1 1 1

1 1 0

1 0 −2



 > 2 puis det(H3(x)) = −1 6= 0. Donc rg(H3(x) = 3.

• H4(x) =









1 1 1 0
1 1 0 −2

1 0 −2 −4
0 −2 −4 −4









. Puisque rg(H3(x)) = 3, rg(H4(x)) > 3 puis

(a, b, c, d) ∈ Ker(H4(x)) ⇔






a+ b + c = 0
a+ b − 2d = 0

a− 2c − 4d = 0

−2b − 4c− 4d = 0

⇔






a+ b = −c
2d = −c

a = 0

b = 2d

⇔
{

a = 0

b = −c = 2d

(0, 2,−2, 1) est un vecteur non nul du noyau de H4(x). Donc rg(H4(x)) = 3 6= 4 puis p = 3. Mais alors, ∀n > 3,
rg(Hn(x)) = 3. On en déduit que x est d’ordre minimal 3.

II.C.3) D’après la question II.B.2), le polynôme minimal de x est X3− 2X2+ 2X et donc la récurrence minimale de x est :

∀n ∈ N, xn+3 = 2xn+2 − 2xn+1.

II.C.4) Puisque X3 − 2X2 + 2X = X (X− (1 + i)) (X− (1− i)), la question I.D- permet d’affirmer qu’il existe (a, b) ∈ C2

tel que ∀n > 1, xn = a(1+ i)n + b(1− i)n. Puis
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{
x1 = 1

x2 = 1
⇔

{
a(1+ i) + b(1− i) = 1

a(1+ i)2 + b(1− i)2 = 1
⇔

{
a(1+ i) + b(1− i) = 1

2i(a− b) = 1
⇔






a+ b =
1

2

a− b = −
i

2

⇔






a =
1− i

4

b =
1+ i

4

.

Donc, pour tout n > 1, xn =
1− i

4
(1+ i)n +

1+ i

4
(1− i)n =

1

2
((1+ i)n−1 + (1− i)n−1) =

(√
2
)n−1

cos

(

(n− 1)π

4

)

.

∀n > 1, xn =
(√

2
)n−1

cos

(

(n − 1)π

4

)

.

II.C.5) De nouveau, p ∈ {2, 3, 4} et x4 = −2 puis x5 = −4 puis x6 = −4.

• rg(H2(x)) =

(

1/2 1

1 1

)

= 2.

• rg(H3(x)) =





1/2 1 1

1 1 0

1 0 −2



 > 2 puis det(H3(x)) = −1+ 2− 1 = 0. Donc rg(H3(x)) = 2 et p 6= 3.

• H4(x) =









1/2 1 1 0
1 1 0 −2

1 0 −2 −4

0 −2 −4 −4









. En développant suivant la dernière ligne, on obtient

det(H4(x)) = −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1/2 1 0
1 0 −2

1 −2 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1/2 1 0
1 1 −2

1 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1/2 1 1
1 1 0

1 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2(0) + 4(0) − 4(0) = 0.

Donc, rg(H4(x)) = 2 puis p = 2 puis ∀n > 2, rg (Hn(x)) = 2. x est d’ordre minimal 2.

Le noyau de H3(x) est la droite vectorielle engendrée par (2,−2, 1) et donc, d’après la question II.B.2, le polynôme minimal
de x est X2 − 2X + 2.

Partie III - Valeurs propres des matrices de Hankel réelles

III.A - Préliminaires

III.A.1) Si M est une matrice de Hankel de taille n, M est en particulier une matrice symétrique réelle. Le théorème
spectral permet d’affirmer que M est orthogonalement semblable à une matrice diagonales et en particulier que le polynôme
caractéristique de M est scindé sur R.

III.A.2) Si Spo(M) = (λ, . . . , λ) pour un certain λ ∈ R∗, alors, M étant diagonalisable, M est semblable à λIn puis
M = λIn.
Mais puisque n > 3, ligne 3, colonne 1, de M on lit a2 = 0 et ligne 2, colonne 2, de M, on lit a2 = λ 6= 0. Ceci est une
contradiction et donc on ne peut avoir Spo(M) = (λ, . . . , λ) pour un certain λ ∈ R

∗.

III.B - Une première condition nécessaire

III.B.1) On sait que
n∑

i=1

λi = Tr(M) =

n−1∑

k=0

a2k puis que
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n∑

i=1

λ2i = Tr(A2) =

n∑

i=1





n∑

j=1

Mi,jMj,i



 =

n∑

i=1





n∑

j=1

M2
i,j





=

2n∑

k=2









∑

16i,j6n
i+j=k

M2
i,j









(sommation en diagonale)

=

2n∑

k=2









∑

16i,j6n
i+j=k

a2
i+j−2









=

2n−2∑

k=0









∑

06i,j6n−1
i+j=k

a2
i+j









=

n−1∑

k=0

(

k∑

i=0

a2
k

)

+

2n−2∑

k=n





n−1∑

i=k−(n−1)

a2
k





=

n−1∑

k=0

(k + 1)a2
k +

2n−2∑

k=n

((n − 1) − (k− (n − 1)) + 1)a2
k

=

n−1∑

k=0

(k + 1)a2
k +

2n−2∑

k=n

(2n − k − 1)a2
k.

III.B.2)

〈v,w〉 =
p∑

i=1

√
2i− 1a2(i−1) ×

1√
2i − 1

+

n∑

i=p+1

√
2n − 2i + 1a2(i−1) ×

1√
2n − 2i + 1

=

n∑

i=1

a2(i−1)

=

n−1∑

k=0

a2k =

n∑

i=1

λi.

et

‖v‖2 =

p∑

i=1

(2(i − 1) + 1)a2
2(i−1) +

n∑

i=p+1

(2n − 2(i − 1) − 1)a2
2(i−1)

6

2p−2∑

k=0

(k + 1)a2
k +

2n−2∑

k=2p

(2n − k− 1)a2
k (car ∀k > 2p > n, 2n − k− 1 > n− 1 > 0)

6

n−1∑

k=0

(k + 1)a2
k +

2n−2∑

k=n

(2n − k − 1)a2
k (car n ∈ {2p − 1, 2p})

=

n∑

i=1

λ2i .

III.B.3)

∑

16i<j6n

(λi − λj)
2
=

∑

16i<j6n

λ2i − 2
∑

16i<j6n

λiλj +
∑

16i<j6n

λ2j =
∑

16i<j6n

λ2i − 2
∑

16i<j6n

λiλj +
∑

16j<i6n

λ2i

=
∑

16i,j6n

λ2i −

n∑

i=1

λ2i − 2
∑

16i<j6n

λiλj =

n∑

j=1

(

n∑

i=1

λ2i

)

−

(

n∑

i=1

λi

)2

= n

n∑

i=1

λ2i − 〈v,w〉2,

puis, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, 〈v,w〉2 6 ‖v‖2‖w‖2 = ‖w‖2
n∑

i=1

λ2i et donc

∑

16i<j6n

(λi − λj)
2
= n

n∑

i=1

λ2i − 〈v,w〉2 > (n− ‖w‖2)
n∑

i=1

λ2i = Kn

n∑

i=1

λ2i .
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III.B.4) Si de plus n = 3, alors p = 2 puis ‖w‖2 = 1+
1

3
+ 1 =

7

3
et donc K3 =

2

3
. D’où

(III.1) ⇔ (λ2 − λ1)
2 + (λ3 − λ1)

2 + (λ3 − λ2)
2
>

2

3

(

λ21 + λ22 + λ23
)

⇔ 2
(

λ21 + λ22 + λ23
)

− 2 (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3) >
2

3

(

λ21 + λ22 + λ23
)

⇔
4

3

(

λ21 + λ22 + λ23
)

> 2 (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)

⇔ 2
(

λ21 + λ22 + λ23
)

> 3 (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3) .

III.C - D’autres conditions nécessaires

III.C.1) B est symétrique réelle et donc B est diagonalisable. Par suite, l’ordre de multiplicité de chaque valeur propre de
B est égal à la dimension du sous-espace propre correspondant.

• Notons C1, . . . , Cn les colonnes de B. La famille (C1, Cp, C2p−1) est libre (car n > 3 ⇒ p > 2 ⇒ 1 < p < 2p − 1) et
donc rg(B) > 3. Mais les autres colonnes sont nulles et donc rg(B) 6 3. Finalement, rg(B) = 3. Mais alors, 0 est valeur
propre de B d’ordre n − 3 (et donc 0 n’est pas valeur propre de B quand n = 3). Il manque encore trois valeurs propres
de B.

Notons (ei)16i6n la base canonique de Mn,1(R).
• B(e1 + en) = e1 + en. Donc 1 est valeur propre de B.
• B(e1 − en) = −(e1 − en). Donc −1 est valeur propre de B.
•Bep = −2ep. Donc −2 est valeur propre de B

Finalement,

Spo(B) = (1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−3

,−1,−2).

III.C.2) D’après le résultat admis par l’énoncé, puisque M et B sont symétriques réelles,

λ1 × (−2) + λ2 × (−1) +

n−1∑

i=3

λi × 0+ λn × 1 6 Tr(MB) 6 λ1 × 1+

n−2∑

i=2

λi × 0+ λn−1 × (−1) + λn × (−2),

ou encore 2λ1 + λ2 − λn > −Tr(MB) et λ1 − λn−1 − 2λn > Tr(MB).

Maintenant, Tr(MB) = m1,2p−1b2p−1,1 + mp,pbp,p +m2p−1,1b1,2p−1 = 1 × a1+(2p−1)−2 − 2ap+p−2 + a(2p−1)+1−2 =

(1 − 2+ 1)a2p−2 = 0 et on a donc montré que

2λ1 + λ2 − λn > 0 et λ1 − λn−1 − 2λn > 0.

III.D - Cas n = 3

III.D.1) M(e1 − e3) = (a− c)(e1 − e3) et donc a− c est valeur propre de M. Ensuite,

χM =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a− X b c
b c− X b

c b a− X

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a− X)(X2 − (a+ c)X+ ac− b2) − b(−bX+ ab− bc) + c(cX + b2 − c2)

= −X3 + (2a+ c)X2 + X(−2ac+ 2b2 − a2 + c2) + a2c− 2ab2 + 2b2c− c3

= −(X− (a − c))(X2 − (a+ 2c)X − 2b2 + c(a + c))

Les trois valeurs propres de M (distinctes ou confondues) sont donc a−c,
1

2

(

a+ 2c+
√
a2 + 8b2

)

et
1

2

(

a+ 2c−
√
a2 + 8b2

)

.

III.D.2) Soient λ1, λ2 et λ3 trois réels donnés tels que λ1 > λ2 > λ3 et λ1 − λ2 − 2λ3 > 0 et 2λ1 + λ2 − λ3 > 0. On
cherche trois réels a, b et c tels que Spo(M) = (λ1, λ2, λ3).

Il y a à priori 3 possibilités :

• 1èr cas. λ1 =
1

2

(

a+ 2c+
√
a2 + 8b2

)

, λ2 =
1

2

(

a+ 2c−
√
a2 + 8b2

)

et λ3 = a− c. Dans ce cas,
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1

2

(

a+ 2c+
√
a2 + 8b2

)

= λ1

1

2

(

a+ 2c−
√
a2 + 8b2

)

= λ2

a− c = λ3

⇔






a+ 2c = λ1 + λ2√
a2 + 8b2 = λ1 − λ2

a− c = λ3

⇔






a =
1

3
(λ1 + λ2 + 2λ3)

c =
1

3
(λ1 + λ2 − λ3)

b2 =
1

8

(

(λ1 − λ2)
2 −

1

9
(λ1 + λ2 + 2λ3)

2

)

(car λ1 > λ2)

⇔






a =
1

3
(λ1 + λ2 + 2λ3)

c =
1

3
(λ1 + λ2 − λ3)

b2 =
1

18
(λ1 − 2λ2 − λ3)(2λ1 − λ2 + λ3)

• 2ème cas. λ1 =
1

2

(

a+ 2c+
√
a2 + 8b2

)

, λ2 = a− c et λ3 =
1

2

(

a+ 2c −
√
a2 + 8b2

)

.






1

2

(

a+ 2c+
√
a2 + 8b2

)

= λ1

a− c = λ2
1

2

(

a+ 2c−
√
a2 + 8b2

)

= λ3

⇔






a+ 2c = λ1 + λ3√
a2 + 8b2 = λ1 − λ3

a− c = λ2

⇔






a =
1

3
(λ1 + 2λ2 + λ3)

c =
1

3
(λ1 − λ2 + λ3)

b2 =
1

8

(

(λ1 − λ3)
2 −

1

9
(λ1 + 2λ2 + λ3)

2

)

(car λ1 > λ3)

⇔






a =
1

3
(λ1 + 2λ2 + λ3)

c =
1

3
(λ1 − λ2 + λ3)

b2 =
1

18
(λ1 − λ2 − 2λ3)(2λ1 + λ2 − λ3)

• 3ème. λ1 = a− c, λ2 =
1

2

(

a+ 2c +
√
a2 + 8b2

)

, et λ3 =
1

2

(

a+ 2c −
√
a2 + 8b2

)

.






a− c = λ1
1

2

(

a+ 2c+
√
a2 + 8b2

)

= λ2

1

2

(

a+ 2c−
√
a2 + 8b2

)

= λ3

⇔






a− c = λ1
a+ 2c = λ2 + λ3√
a2 + 8b2 = λ2 − λ3

⇔






a =
1

3
(2λ1 + λ2 + λ3)

c =
1

3
(−λ1 + λ2 + λ3)

b2 =
1

8

(

(λ2 − λ3)
2 −

1

9
(2λ1 + λ2 + λ3)

2

)

(car λ2 > λ3)

⇔






a =
1

3
(λ1 + 2λ2 + λ3)

c =
1

3
(λ1 − λ2 + λ3)

b2 =
1

18
(−λ1 + λ2 − 2λ3)(λ1 + 2λ2 − λ3)

Dans le deuxième cas, le système proposé a toujours une solution puisque (λ1 − λ2 − 2λ3)(2λ1 + λ2 − λ3) > 0 à savoir

a =
1

3
(λ1 + 2λ2 + λ3), b =

1

3
√
2

√

(λ1 − λ2 − 2λ3)(2λ1 + λ2 − λ3) et c =
1

3
(λ1 − λ2 + λ3).

Pour ces trois réels a, b et c, on a Spo(M) = (λ1, λ2, λ3).
III.D.3) Ainsi, si n = 3 et si un triplet ordonné vérifie les conditions (III.3), il existe une matrice de Hankel M telle que
Spo(M) = (λ1, λ2, λ3). Donc, dans le cas n = 3, (III.3) est une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une matrice
de Hankel M telle que Spo(M) = (λ1, λ2, λ3).

Soit λ > 1. Pour le triplet ordonné (λ, 1, 1),

(III.1) ⇔ 2(λ2 + 2) > 3(2λ + 1) ⇔ 2λ2 − 6λ + 1 > 0

⇔ λ ∈
(]

−∞,
3−

√
7

2

]

∪
[

3+
√
7

2
,+∞[

[)

∩ [1,+∞[

⇔ λ >
3+

√
7

2
= 2, 8 . . .
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La deuxième des conditions (III.3) s’écrit quant à elle λ − 3 > 0. Donc si on prend λ =
3+

√
7

2
, (λ, 1, 1) est un triplet

ordonnée tel que les conditions (III.3) ne sont pas vérifiées. Il n’existe donc pas de de matrice de Hankel M telle que
Spo(M) = (λ, 1, 1).
Néanmoins, la condition (III.1) est vérifiée par le triplet ordonné (λ, 1, 1) et donc la condition (III.1) n’est pas une condition
suffisante d’existence.
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