SESSION 2012

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE MP

Partie I - Produit de convolution

I.A - Généralités

I.A.1) a) Soient f € L'(R) et g € Cp(R). Soit x € R. La fonction t — f(t)g(x —t) dt est continue sur R. De plus, pour
tout t € R, [f(t)g(x — t)| < ||g]|oolf(t)]. Puisque la fonction t — ||g||eolf(t)] est intégrable sur R, il en est de méme de la
fonction t — f(t)g(x —t) et donc f * g(x) existe. Ensuite,

+o0o +oo +oo
If* g(x)| = J f(t)g(x —t) dt’ < J If(t)llg(x — t)l dt < H9||ooJ' [f()] dt = [[f][1]/gloo-
Ainsi, pour tout réel x, fxg(x) existe et [fxg(x)| < ||f||1]gllco- Donc fxg est définie et bornée sur R et ||[f*g|loo < [|f]|1]/9]|co-

Y(f,g) € L'(R) x Cp(R), f * g est définie et bornée sur R et ||f * glloo < ||]|1]19]loo-

b) Soit (f,g) € L?(R) x L?(R). Soit x € R. La fonction t — f(t)g(x — t) est continue sur R. Ensuite, pour tout réel t, la
fonction t — f(t) est de carré intégrable et la fonction t — g(x —t) est de carré intégrable (car en posant u =x—1t qui est
un changement de variable admissible puisque I'application t — x —t est un C'-difféomorphisme de R sur lui-méme) on

+oo +oo
obtient J (g(x —t))? dt = J (g(w))? du = ||g||3 < +00. On sait alors que la fonction t — f(t)g(x —t) est intégrable

— 0 —00
sur R et d’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

+oo
frgiol=|| ftogte—1) ay
+oo +oo
< j (fe)2 dry/ | lglx—0)2 de = [flafg]
Pour tout réel x, f*g(x) existe dans R et [f*+g(x)| < ||f]|2]|g|l2. Donc fxg est définie et bornée sur R et ||f*gllco < ||f]|2]l9]|2-

Y(f,g) € L2(R) x L2(R), f * g est définie et bornée sur R et ||f * g||oo < ||f]l2]/gll2-

I.A.2) Soit x € R. En posant u = x — t, on obtient

+o0o +o0
f*g(x):J f(t)g(x —t) dt:J' f(x —u)g(u) du = g * f(x).

On a montré que fxg=g=x*f.

I.A.3) Par hypothese, il existe A > 0 tel que f et g soient nulles en dehors de [—A, A]. Soit x €] — 0o, —2A[U]2A, 400l.
+o0o A

f*g(x) :J' f(t)g(x —t) dt:J f(t)g(x —t) dt.

—o0 —A

Si x > 2A, alors pour tout réel t € [-A,A], x —t > 2A — A = A et donc g(x —t) = 0. Mais alors f * g(x) = 0.
Si x < —2A, alors pour tout réel t de [-A,A], x —t < —2A + A = —A et donc g(x —t) = 0. Mais alors f * g(x) = 0.

En résumé, f x g est nulle en dehors de [—2A,2A] et donc f x g est & support compact.
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I.B - Produit de convolution de deux éléments de 1*(R)
I.B.1) e Supposons h uniformément continue sur R. Soit ¢ > 0. Il existe v > 0 tel que pour tout (x,y) € R?,

(I =yl <v = Ihix) = h(y)| < 3).

Soit & €] — v, v[. Alors, pour tout réel x, |x — (x — )| = || < |v|] et donc [T (h)(x) —h(x)] = [f(x — &) — f(x)]| < % On en

deduit que |[To(h) —h < % <.
On a montré que Ve >0, 3v > 0/ (laf < v = |[Ta(h) —h|| < €) et donc que limo [T (h) —hl_ =0.
xX—

e Supposons que lin%) [Ta(h) —h||, = 0. Soit € > 0. Il existe v > 0 tel que pour tout o €] —v,v[, |[Ta(h) —h|_ <.
xX—

Soit (x,y) € R? tel que |y — x| < a. Alors [h(y) —h(x)| = |h(y) —h(y — (y —x))| < [Ty—x(h)—h|_ <e.
On a montré que Ve > 0, 3v > 0/ V(x,y) € R?, (ly —x| < v = [f(y) — f(x)| < €) et donc h est uniformément continue sur
R.

Finalement,

Pour toute fonction h, h est uniformément continue sur R si et seulement si limo [[Ta(h) =hl, =0.
xX—

1.B.2) Puisque f et g sont dans L?(R), f * g est définie sur R d’aprés la question L.A.1)b).
Soit « € R. Pour tout réel x, en posant u =t + «, on obtient

+o00 +oo
Ta (fxg)(x) =Ffxg(x — ) :J f(t)g(x —a—t) dt:J flu—a)g(x —u) du:J To(f)(W)g(x —u) du

—00

= Toc(f) * Q(X),
et donc Ty (fx g) = T (f) x g.
1.B.3) Soit « € R. D’apreés la question I.A.1)b) et par bilinéarité du produit de convolution,
ITaF59) = £ gllg = [TalF) g — £ % gLy = | (TaF) = ) % gl < [TalF) I gl

1.B.4) Supposons f a support compact. Il existe A > 0 tel que f s’annule en dehors de [-A, A]. En particulier, f est bornée
sur R.

Soit « €] — 1, 1[. Ty (f) s’annule en dehors de [-A + «, A + «f et f est nulle en dehors de [—A, A]. Par suite, T (f) — f est
nulle en dehors de [-A — 1, A 4+ 1] puis

A+1

() — 12 =J (F(x — ) — F(x))? dx.
CAT
Soit F: [FA—T,A+1x]—1,1] — R .
(x &) o (Fx— ) — F(x))?

e Pour chaque « €] — 1, 1], la fonction x — F(x, &) est continue par morceaux sur [—A + 1, A + 1].

e Pour chaque x € [-A — 1, A + 1], la fonction « — F(x, &) est continue sur ] — 1, 1[.

e Pour chaque (x, ) € [-A — 1, A + 1]x] — 1, 1[, [F(x, &) < (||f]loo + [|flloc)? = 4|/ f[|2%, = @(x) ol @ est une fonction
continue par morceaux et intégrable sur le segment [—A — 1, A + 1].

A+1

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales a parameétres, la fonction o — J (f(x — &) — f(x))? dx est continue
—A-T

AT AT
sur | — 1, 1[. En particulier, lim J (f(x — ) — f(x))? dx = J (f(x — 0) — f(x))? dx = 0.
=0 ) A1 —A-1

Ainsi, lin%)HT(x(f)—sz = 0. Puisque d’autre part, Vo € R, [|[Ta(f*g) —fxgll, < [|[Ta(f) —f|5|lgll,, on a encore
xX—

limo [ Ta(f % g) —f* g, =0 et la question I.B.1) permet d’affirmer que f % g est uniformément continue sur R.
xX—

—A +o00 2

I.B.5) Soit &€ > 0. Puisque f € L?(R), il existe A > 2 tel queJ' f2(t) dt < ;—2 On pose M = sup{|f(x)|, x €

—0o0

f2(t) d
(t) t—&-J'A 2

A
[—A, Al} (M existe car f est continue sur le segment [—A, A]) puis v = Min { £ } (de sorte que 0 < v < A).

32(8M2+1) 2
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Soit f1 la fonction continue sur R, qui coincide avec f sur [-A +v, A—v], qui est nulle en dehors de [-A, A] et qui est affine
sur [—A, —A + V] et sur [A — v, A]. On note que pour x € [-A, —A +V]U[A — v, A], on a |[f(x) — 1 (x)| < [f(x)]+ |[f1(x)] <
M + M = 2M. Par suite,

A —A+v A—v A 400
| — 1|3 J f—1f1)? J (f—ﬁ)z—i—J (f—f1)2+J (f—ﬁ)z—i—J (f — £1)?
[e9) —A —A+v A—v A
A —A+v A
J J fZ+J (f—ﬁ)z—i—J (f — £1)?
0 —A A—v
2 2 2
g2 2 2 € 13 €
\ 54 2 59— 1~
37 F3MY 32 M “DEMI+1) 32716

€
puis ||f —f1]2 < 1 (on a montré au passage que l’ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans

[2(R) muni de || ||2). Soit alors « € R.

£
Tec(F) = flly < ITeelf) = TalF1)llz + [ Tac(F1) = F1lly + 11 = fll2 = [ TeelF1) = Fll, + 2[If1 = fll2 < [Talf1) = f1]l, + 5

Maintenant, f; est continue sur R a support compact et donc lin%) | Ta(f1) — f1]|, = O d’apres la question précédente. Par
x—

€
suite, il existe v > 0 tel que pour tout & €] —7,7[, |To(f1) —f1||, < 5

Pour « €] — 7,7, on a || Ta(f) —fl|, < [|Ta(f1) —f1], + % < %—i— % = ¢. On a montré que lirr%)HT(x(f) —f|l, = 0. Les
xX—

questions I.B.1) et I.B.3) permettent encore une fois d’affirmer que f * g est uniformément continue sur R.
I.C - Continuité, dérivabilité, séries de Fourier

I.C.1) a) Soit (f,g) € L'(R) x Cp(R). Soit F : R? — R .
(xt) = f(thglx—1t)
e Pour chaque x € R, la fonction t — F(x,t) est continue par morceaux sur R.
e Pour chaque t € R, la fonction x — F(x,t) est continue sur R.
e Pour chaque (x,t) € R?, [F(x,t)| < ||glleolf(t)] = @(t) oil @ est une fonction continue par morceaux et intégrable
sur R.
+oo
D’apreés le théoréme de continuité des intégrales a parametres, la fonction fxg : x — J f(t)g(x —t) dt est continue

—0o0

sur R.
b) Soit & > 0. Puisque g est uniformément continue sur R, il existe « > 0 tel que pour tout (x,y) € R,

£

X—yl < x= xX)— < —.
Ix —yl lg(x) — g(y)l T

Soit (x,y) € R? tel que |x —y| < . Alors,

+oo
5 g(x) — F * g(y)| < J IF(6)lglx— t) — gly — )] dt
I —+o00
< WJ [f(t)] dt (car pour tout t e R, [(x —t) — (y—t)|=x —y| < )
1 —00
et
T +1

On a montré que Ve > 0, Jox > 0/ V(x,y) € R?, ([x —y| < a = [fx g(x) — f* g(y)| < €) et donc f x g est uniformément
continue sur R.

I.C.2) F est la fonction de la question I.C.1)a).
e Pour chaque x € R, la fonction t — F(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur R.
o F admet sur R? des dérivées partielles par rapport & sa premiére variable x jusqu’a ordre k et
iF
(x,t) = f(t)g™ (x —t).

vi e [1,K], ¥(x,t) € R?, gx
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De plus,
i

- Pour tout i € [1,k], pour tout x € R, la fonction t — — P =7 (x,t) est continue par morceaux sur R.
xt
ai

- Pour tout i € [1,k], pour tout t € R, la fonction x — — i =7 (%, 1) est continue sur R.
xt
i

- Pour tout i € [1,k], pour tout (x,t) € R?,

F .
- (x,t)} < 19| sol (1) = @i(t) oft @y est une fonction

oxt
continue par morceaux et intégrable sur R.

+o00
D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, la fonction fxg : x — J f(t)g(x—t) dt

—00

est de classe C¥ sur R et ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation sous le signe somme ou encore
vie [1,k], (fxg)™ =fx(g'V).
I.C.3) a) Si g est 27-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R, la série de FOURIER de g converge
normalement vers la fonction g sur R.
b) e Pour tout réel x,

+o0 +o0o

f(t)g(x + 2m —t) dt:J' f(t)g(x —t) dt = (f x g)(x),

—00

(f % g)(x + 27) :J

—0o0

et donc f x g est 2m-périodique.

e On sait que la série de Fourier de g converge normalement vers g sur R ou encore les deux séries numériques E lcn(g)l
n>0

et E lc_n(g)| sont convergentes.
n>1

Soit x € R. Pour n € Z et t € R, posons hy(t) = cn(g)f(t)etm—1),

- Pour tout n € Z, la fonction h,, est continue par morceaux et intégrable sur R (car f € L'(R)).

- Pour tout réel t,
D () =1(1) )~ enlgle™ Y = f(t)glx — 1),
nez nez

et la fonction t — f(t)g(x —t) est continue par morceaux sur R.

+oo
. ZJ ()] dt = (Z |cn(g)|> ]l < +oo.

nez> nez

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme (appliqué a chacune des séries /dsumn > 0 et Z ), on peut écrire
n<—1

fx g(x) _J+oo f(t)g(x —t) dt:J <Z cn(g)e™x t)) dt

> nez
+o0o .
= Z cnl(g) <J f(t)e "™t dt) enx
nez >

Maintenant, puisque pour tout x € R et tout n € Z, < len(g)lIf|1 et que Z len (gl <

+oo . )
cn(g) (J f(t)e "t dt> einx
- nez

400, la série trigonométrique précédente converge normalement sur R. On sait alors que cette série est la série de FOURIER
de f x g (les coefficients de FOURIER de f * g se récupérant par intégration terme a terme).

Ainsi, f % g est somme de sa série de FOURIER et

Ynez, calfxg) = cn(g)J f(t)e "t dt.

—00
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I1.D - Approximation de l’unité

I.D.1) Soit x € R. Soient n € N et o« > 0.

(F % 8) () — F(x)] = JM F(x — 1)5n (1) dt—f(x)J 5alt) dt| =

—00

+oo
J (f(x —t) — f(x))dn(t) dt‘

—0o0

—o0
+oo

= U_a(f(x—t) —f(x))0n(t) dt+r (f(x — t) — f(x))dn (t) dt+J

—00

(f(x —t) — f(x))dn (1) dt‘

“+oo ro

on(t) dt> + [f(x —t) — f(x)|6n (t) dt.

J—x

< 2[flloe (J_“ Sult) e+ |

—00 x

13
Soit € > 0. Puisque f est continue en x, on peut choisir & > 0 tel que Vt €] — &, [, |[f(x — t) — f(x)| < 5 o est ainsi

dorénavant fixé.

x [0 +o0o
Puisque 6., est positive, pour tout n € N, on a alors J [f(x —t) — f(x)]|6n (1) dt < %J dn(t) dt < %J dn(t) dt = %
et donc - - -
— +oo €
VneN, [(f*6n)(x)—f(x)] < 2|f|loo (J on(t) dt—&—J on(t) dt) +Z'
—00 X

— +oo

Maintenant, lim 2/f]|eo <J
n—-+oo

—0o0

dn(t) dt +J on(t) dt> =0 et donc il existe ng € N tel que

x

—x +oo

N o

vn = no, 2[/f]|eo <J

—00

on(t) dt+J dn(t) dt) <

X

Pour n > np, on a |[(f* 6,)(x) — f(x)] < % + % = ¢. On a montré que

VxeR,Ve>0,IngeN/VneN, (n=no=|(fxdn)(x)—f(x)| <e),

et donc que

la suite de fonctions (f * & )nen converge simplement vers f sur R.

1.D.2) On reprend la démonstration précédente en supposant de plus f nulle en dehors de [—~A, A] pour un certain A > 0.
f est continue sur le segment [-A — 1, A + 1] et donc f est uniformément continue sur ce segment d’apreés le théoréme de

HEINE. On peut donc choisir & €]0, 1] tel que pour tout x € [—A, A] et tout t €] — o, [, |[f(x — 1) — f(x)] < % o étant

ainsi choisi indépendemment de x, pour tout x réel et n € N,

— +oo €
(F 5 8) () — F0)] < 2]l (J Sn(t) dt+ [ bl dt) L
—00 (o4
— +oo €
puis on choisit ng, cette fois-ci indépendant de x, tel que pour 1 > 1o, 2|/f]|co (J dn(t) dt—&—J on(t) dt) < 3 et
—00 X

donc pour tout réel x, |(f* d.)(x) — f(x)| < ¢.

On a montré que Ve > 0, Ing € N/, Yn e N, Vx e R, (n = ng = |[(f * dn)(x) — f(x)| < ¢€) et donc la suite de fonctions
(f * dn )nen converge uniformément vers f sur R.

1.D.3) a) Pour tout n € N, A, est intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle. Donc pour tout n € N, A, > 0.
On en déduit que chaque fonction h,, n € N est définie sur R. Ensuite,

e Chaque fonction hy,, n € N, est positive sur R (car pour t € [1,1], T —t? > 0) et continue par morceaux.

1 1
e Pour chaque n € N, J hn = I J (1 —t%)™ dt =1 et en particulier, puisque hy est positive, hy, est intégrable sur R.
R mot —+o00
e Soit ¢ > 0. Si ¢ > 1, alors pour tout n € N, J hn, = 0 et donc hIJIrl h, = 0. On suppose dorénavant que ¢ €]0, 1.
€ n—-+oo

Pour tout n € N,

+o0 1 1 5

€ €
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Soit n € N. Pour tout t € [0,1], t? <t puis 0 < 1 —t < 1T —1t? et donc (1 —t)™ < (1 —t*)™. On en déduit que

1 1
2
?\n:ZJ (1—t3)" dt}ZJ (1—t)"dt = —— >0.
0 0 n+1
Mais alors,
1 1 2\n n+1 2\n 2\n
0K — | IT—t)"dt —(0—e)"1T—e) <M+ =)™
An Je 2
D’aprés un théoréme de croissances comparées, liI_'r_l M+ =)™ =0 (car 0 < 1—¢? < 1) et on en déduit que
n—-+4oo

+o0 ] 1
lim J hy = lim —J (1—t2)™ dt =0.
n—-+oo € n—-+oo n Je

—¢&
h, étant paire, on a aussi, pour tout ¢ >0, lim J h, = 0. Finalement

n—-+4oo —o0

la suite (hp)nen est une approximation de 'unité.

b) Soit n € N. Pour tout réel x,

+oo 1 x+1 n
f*hn(x):J f(t)hn(x —t) dt:—J f(t) (1— (x—1)%)" dt

—o0 x—1
. 3 1 1
Six > i alors x — 1 > 5 et donc Vt € [x — 1,x + 1], f(t) = 0. On en déduit que f * hy(x) =0.
1
Six < —;, alors x + 1 < ) et donc Vt € [x — 1,x + 1], f(t) = 0. On en déduit que f * hy(x) = 0.

Finalement, f % h,, s’annule en dehors de [—;, ;] .

N W

11 3 11
Soit x € [—E, E} Alors —3 <x—1<— < x4+ 1< =. Puisque f est nulle en dehors de [—E, E}, il reste

+o00 1 1/2 n
f*hn(x):J f(t)hn(x —t) dt:A—J ft) (1—(x—1t)?)" dt.

—o0 —1/2
2n

Maintenant, ’expression (1 —(x— t)z)n peut s’écrire sous la forme Z ay (t)x* ou les ay sont des polynomes en t et donc
k=0

2n 1 1/2
frhn(x) =) <)\—J () ax(t) dt) n

k=0 —1/2
: . . . 1
Par suite, la fonction f * hy, est bien polynomiale sur ~3 5]
. . . 1
c) Soit f une fonction continue sur 1l
. . C 11 . . 11 1
Soit f1 la fonction qui coincide avec f sur aivik qui est continue sur R, nulle en dehors de —33| affine sur —377
" 11
et sur |—, = |.
4’2
Puisque f; est continue sur R, & support inclus dans [—z, ﬂ, d’aprés la question précédente, il existe une suite de
1
polynoémes (P,,) convergeant uniformément vers f; sur {—z, z} .
1
En particulier, la suite de polynémes (P;,) converge uniformément vers f sur [_4_1’ é_l] .

1 1
Soit maintenant f une fonction continue sur un segment [a, b]. Soit h la fonction affine telle que h <_4_1) =aeth <£_1) =b
1

(c’est-a~dire Vx € {—J—‘, L—J ,h(x) =a+2(b—a) <X+ 411)) puis g="foh.
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11
La fonction g est une fonction continue sur [—Z, ZJ . Il existe donc une suite de polynémes (Qr,) convergeant uniformément

Skl

VeIs g sur | =7, |

Pour n € N et x € [a,b], posons P, (x) = Qn (h_] (x)). (Pn) est une suite de fonctions polynomiales sur [a,b] (puisque
h~T est affine). De plus

11

sup [1(x) ~ P (), x € fa, ) = sup { 100 (y)) ~ Pl "W, v € |57}

— sup {g(yJ —Quy), ye {_411’ H } ’

1 R
D Z} } =0, on a aussi nLHEOO sup{|f(x) — Pn(x)|, x € [a,b]} = 0.

Ainsi, toute fonction complexe continue sur un segment de R est limite uniforme sur ce segment d’une suite de fonctions
polynomiales.

I.D.4) Soit g € C,(R). On suppose que Vf € L' (R), fx g = f.
En particulier, Vn € N, h,, * g = hy,. D’aprés la question I.D.1), la suite (hy)nen converge simplement vers g sur R.
Soit t € R.

- Si|t| > 1, pour tout n € N, hy,(t) =0 et donc g(t) = lim h,(t) =0.

n—-+oo

. . ]
et puisque lim sup {Ig(y) - Qnyll, ye [__
n—+oo

- Sit e [—1,1]\ {0}, d’aprés la question I.D.3)a), pour tout n € N, 0 < hy(t) < TITH(] —t2)™ et donc

g(t)= lim hy(t) =0 d’aprés un théoréme de croissances comparées.
n—-+oo

- Enfin, g(0) = 0 par continuité de g en 0.

En résumé, g est nécessairement la fonction nulle et on doit donc avoir Vf € L'(R), f = f* 0 = 0. Réciproquement, la
fonction nulle ne convient pas car il existe des fonctions non nulles dans L' (R) comme par exemple la fonction x — e

Il n’existe donc pas d’application g € Cy,(R) telle que Vf € LT(R), f+ g = f.

Partie II - Transformée de Fourier

N +oo
II.A - Soit f € L'(R). Posons F : R? — R de sorte que pour tout réel x, f(x) = J F(x,t) dt.
(x,t) +— f(t)e It —oo

e Pour chaque x € R, la fonction t — F(x,t) est continue par morceaux sur R.
e Pour chaque t € R, la fonction x — F(x,t) est continue sur R.
e Pour chaque (x,t) € R?, [F(x,t)| = |f(t)| = @(t) ol @ est une fonction continue par morceaux et intégrable
sur R.
N +oo
D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & parameétres, la fonction f : x +— J f(t)g(x —t) dt est définie et

—00
continue sur R.

~

+oo
Pour tout x € R, [f(x)| < J [f(t)] dt = ||f||1. Donc H?H < |If]]1 et f est bornée sur R. Finalement

VEe L'(R), T e Cp(R) et HFH < |Iflh-

II.B - Transformée de Fourier d’un produit de convolution

I1.B.1) a) D’aprés la question I1.C.1).a), f x g est définie et continue sur R.
La fonction (x,t) — f(t)g(x —t) est continue sur R? et de plus, en posant u = x — t,

+oo s 400 +oo +oo
J (J |f(t)g(x—t)|dx) dt:J |fm|(J g(u)du) at = [[fll1]lgll < +oo

—00 —0o0 —00 —00

+oo
D’aprés le théoréme de FUBINI, la fonction f+x g : x +— J f(t)g(x —t) dt est intégrable sur R et

—0o0
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+o0o r+oo +o0
J fxg(x) dx = <J f(t)g(x —t) dt> dx
- oo /oo +oo oo
= <J f(t)g(x —t) dx) dt = J' f(t) <J glx—1t) dx) dt
oo 7t - -
= f(t) <J g(u) du> dt (en posant u =x —t)

()T
Soue

b) Ainsi, f* g € L'(R) et donc f/*\g est définie sur R.

Soit x € R. La fonction (t,u) — f(u)g(t —u)e *t est continue sur R? et de plus, en posant v =t —u,

+oo +oo . +oo +oo
J <J |f(u)g(t—u)em|dt) duzj |f(u)|<J |g(v)|dv) at = [[ll1]lg]ls < +oo

—00 —00 —00 —0o0

D’aprés le théoréme de FUBINI,

+oo

400 +00
fxg(x)= (f*g)(t)e ™t dt = J (J flu)g(t —u) du) e Xt 4t

—0o0 —00 —00

+o00 +oo +oo +oo
= f(u) (J gt —u)e ™t dt) du = J f(u) (J g(v)e_i"(‘”““) dv) du (en posant v =1t —u)

—00 —0o0 —0o0 —0o0

+oo +00 +oo oo
= f(u)e—ixu (J Q(V)e_ixv d\)) du= J f(u)e_ixuﬁ(x)du = a(x) J f(u)e—ixu du

—00 —00 —00 —00

= f(x)g(x),
et donc f/>f—<\g =fxg.
I1.B.2) Un contre-exemple Construisons une fonction f dans L'(R) et paire telle que f> ¢ L'(R) ou encore telle
f ¢ L2(R).
1

1
Soit f la fonction paire, continue sur R, nulle sur [0,2 — g] et en dehors des intervalles [n -3 n+ E]’ n > 2, affine

1 1
sur chaque [n — E,n], n=>2 et [n,n + E], n > 2, et telle que Yn > 2, f(n) =n. Alors

+oog><n +oo 1
JR\ﬂ:ZZ 5—=2) — <o,
n=2 n=2

et donc f € L'(R). D’autre part, pour n > 2,

1 "
n+ -l ntty 2 (x—n——3>
n
puis
J f2>+Zoan+n]3f2(x) dx:flz—l—oo
R /n:Z n = 3n ’

et donc f ¢ L?(R). Maintenant,
400 +o00
ff(0) = J f(t)f(—t) dt = J 2(t) dt = +oo,
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et donc f et g = f sont deux éléments de L' (R) tels que f * g(0) n’est pas défini.
I1.C - Sinus cardinal

I1.C.1) Soit n € N*. k,, est continue sur R (car k,(£n) = 0) & support compact. En particulier, k,, est dans L'(R).
D’aprés la question II.A-, k,, est définie et continue sur R.

Pour x # 0, une intégration par parties fournit

J ( |t) —ixt dt = Jn (] L’L) COS(Xt) dt — ‘LJn (] — g) Sin(Xt) dt

J ( ) cos(xt) dt (par parité)

J (1 —u) cos(nxu) ndu (en posant t = nu)

1 1 in? (X
sm nxu) +J'] sin(nxu) du) — 2 [—cos(nxu)]" 21 —cos(nx) _ ibm (7)
o Jo X X nx o T x2 n X2
B Sln (7) _ nx
N (ﬁ)z —ne ( 2 ) ’
2
ce qui reste vrai pour x = 0 par continuité de kAn
vn € N*, Vx € R, k/\n(x) =ne (%)
II.C.2) ¢ est continue sur R (car hn}) Sl:X =1) et est dominée par 2 en +00 ou —oo. Donc ¢ € L'(R).
x—

1 ~
I1.C.3) e Chaque fonction Ky, : x +— an(x) = %(p (%) est continue sur R et positive.

e Pour n € N*,

oo n nx o n 2du 1 [t
[ xe=] e (F)ac=|  Fmotw ZE-2] ewau-t

et en particulier, puisque K;, est positive, K, est intégrable sur R.

e Soit ¢ > 0. Pour n € N*,

X_

roo Kn(x) dx = J mzz(?) = J+Oo ;inz (%) d

4
2 [t 2

e X2 nme’

—

+oo 2 too
Ainsi, pour tout n € N*, 0 < J kn(x) dx < — et donc lim J kn(x) dx = 0.
e nre n—+oo

—E&
Par parité, on a aussi lim J kn(x) dx = 0.
n—+oo |
Finalement, la suite de fonctions (Kn)n>] est une approximation de 'unité.
I1.D - Inversion de Fourier

II.D.1) Soit n € N*. On a

+o00 400 ) +o0 —+00 +oo
J (J |kn(fo(yJe—““-w|dx) dy =J () (J K (%) dx) dyznj #(y)l dy = nflls < +oo,

—00 —00
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et, toujours d’aprés le théoréme de FUBINI,

In(t) = 2]_71 Jn kn(x) (J+Oo f(y)e™y dy) e Xt dx = 1 J+Oo f(y) (J+Oo kn(x)e_i"(t_y)dx) dy

—o0 27 —o0

1 +oo P +oo
=3 J_oo fylkn(t—y) dy = J_Oo f(y)Kn(t—y) dy

= (f*Kn)(t)

I1.D.2) Soit t € R.

e Chaque fonction Kk, : x +— kn(x)?(—x)e*it", n € N*, est continue par morceaux sur R.

X
e Soit x € R. Pour n > x|, kn(x) =1— u et donc liIJIrl kn(x) = 1. Mais alors, la suite de fonctions (kn)nen- converge
n n—+o0

simplement vers la fonction x — f(—x)e~"* sur R. De plus, la fonction x — f(—x)e 1t

d’aprés la question II.A-.

est continue par morceaux sur R

e Pour tout n € N* et tout x € R, |kn(x)] < ’?(—x)’ = 1P(x) ou P est une fonction continue par morceaux et intégrable

sur R (puisque f est dans L' (R)).

+oo
D’aprés le théoréme de convergence dominée, la suite <J

—00

Kn(x) dx) converge et
neN*

n—-+oo —o0

+oo +oo .
lim J Kn(x) dx :J fl—x)e '™ dx

—00

puis

1 [ it L it
] - e X gy = Yy - _
vt e R, ngl}rloo fx Ky (t) = g J f(—x)e dx 27'[J f(y)e'™¥ dy (en posant y x).

—00 —0o0

—

En résumé, la suite de fonctions (f * Ky )nen converge simplement sur R vers la fonction t — (1?) (—t).

D’autre part, la question 1.D.1) permet d’affirmer que si on suppose de plus f bornée sur R, alors la suite de fonctions
(f * Kn)nen converge simplement sur R vers f sur R. La formule d’inversion de FOURIER est donc démontrée pour les
fonctions f € L' (R), bornées sur R et telles que f € L' (R). II reste & vérifier que dans le cas général (f € L'(R) le résultat

persiste.
Soit f € LT(R). Vérifions que la suite de fonctions (f * Ky, )nen converge simplement vers f sur R. Soit ¢ > 0. Soient t € R,
a > 0 et n € N. On choisit déja o > 0 indépendant de n (mais dépendant de t), tel que sup{|f(t—x)—f(t)], x € [—x, &]} < %

(ce qui est possible puisque, f étant continue sur le segment [—1,1] par exemple, f est uniformément continue sur ce
segment).

J“ (F(t — %) — F(£))Kn (x) dx| < supf[f(t —x) — ()], x € [~ oc]}r Kal) dx < 1= 5,
et comme & la question I.D.1), on a alors tout n € N,
—x [0 “+oo
[(f x Ky )(t) —f(t)] = H (f(t —x) — (1)) Kn(x) dx + J (f(t —x) — (1)) Kn(x) dx + J (f(t —x) — f(x))Kn(x) dx
sfoo . —o . «
< +J £t — x) — F(OKn (x) dx +J [t —x) — F(D[Kn(x) dx.
Soit t € R. Pour tout n € N*,
+o0 +oo nx +oo
| e okt ax< | i xme () ax ol | Kalx) dx
4 “+o00 ‘f(t— )| +oo
<— L TX dx + If(t)IJ:x K (x) dx
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If(t —x)|

la fonction x — 5 étant intégrable sur [o, +oo[ car continue sur [, +oo[ et dominée en +oco par la fonction
e
o . . L - : 4 (o0 f(t—x)|
intégrable x — [f(t — x)|. Puisque | a suite (K )nen est une approximation de I'unité, on a lim — ——— dx+
n—-+oo N7T x X
+o0o +oo —x
\f(t)\J Kn(x) dx =0 et donc lim J [f(t—x)—T(t)|Kn(x) dx = 0. De méme, lim J [f(t—x)—T1(t)|Kn(x) dx = 0.
« n—+oo ) o n—+oo J_o
Par suite, il existe ng € N (dépendant de t) tel que pour tout n > no,
— “+oo c
J IT(t —x) — F(t)|Kn(x) dx—l—J Kn(x) dx < 5
—00 X

e ¢
Mais alors, pour tout n > no, |f* Ky, (t) —f(t)] < 5 + 7= €. On a ainsi montré que la suite de fonctions (f * K,,) converge

simplement vers f sur R. On en déduit la formule d’inversion de FOURIER valable pour tout f € L' (R) tel que fel (R),

vx € R, f(t) = ;_HJ f(x)et™ dx.
R

o~

On note que Vt € R, f(t) = (f)(—t) et donc f est nécessairement bornée sur R d’apreés la question IT.A-.

Partie IIT - Convolution et codimension finie

II1.A -

III.A.1) Soit g € Cp(R). Donc Vf € L' (R), la fonction t — f(t)g(—t) est intégrable sur R d’aprés I.A.1)b). Donc @gq(f)
existe. De plus, @4(f) = (f * g)(0).

@ : g+ @g est bien une application, clairement linéaire, de L'(R) dans (I_] (R))* Vérifions que cette application est
injective.

Soit g € Cp(R).

Pq =0=Vfe L (R), J f(t)g(—t) dt =0
R

= VfeL'(R), Va € R, J flu—a)gle—u) du=0 (en posant t = u — «)
R

= Va e R, Vf e L'(R), JR To(f)(Wg(x —u) du =0

= VYa e R, VheL'(R), J h(uw)g(a —u) du=0
R

(en appliquant a f = T_4(h) oi h € L'(R) (et donc T_4(h) € L'(R)))
=VYhel' (R), hxg=0.
En particulier, si (8n)nen est une approximation de 'unité, on a vVn € N, 8, xg = 0. Comme g € Cp(R), la suite (6n*g)nen

converge simplement vers g sur R d’aprés la question I.D.1). Quand n tend vers +o0o, on obtient g = 0. On a montré que
@ est injective.

Soit (g1,..-,9p) € (Cp(R))P. Soit (A1, ...,Ap) € CP.

P p p
Zxk@gk =0& 0 <Z)\k9k> :0<:>Z7\k9k:0’
k=1 k=1 k=1

et donc

(@gyy---»Pg,) est libre & (g1,...,gp) est libre.

ITI.A.2) Si rg (fn), oy = 0, toutes les f;, sont nulles puis K = E. Un supplémentaire de E est {0} et donc la codimension
de K est 0 qui est bien le rang de la famille (f;,)

neN-
Supposons rg (fn), oy =P € N*. Quite a renuméroter, on peut supposer qu'une base de Vect(fy)nen est (fo,...,fp1).
p—1 p—1
Soit n > p. fn € Vect(fo, ..., fp 1) et donc (] Ker(fi) C Ker(fn) puis K = (] Ker(fi).
k=0 k=0
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p—1

Montrons alors par récurrence que Vp € N*, si (fi)ockgp—1 est libre, alors m Ker(fy) admet un supplémentaire F, de
k=0

dimension p.

e Pour p =1, si (fo) est libre, fy est une forme linéaire non nulle. Donc Ker(fy) est un hyperplan ou encore il existe une
1-1
droite vectorielle D telle que E = Ker(fy) @ D. ﬂ Ker(fy) admet donc un supplémentaire de dimension 1.
k=0
e Soit p > 1. Supposons le résultat acquis pour p.
Soit (fik)oggp une famille libre de formes linéaires. Alors (fi)oggp—1 est libre et par hypothése de récurrence, il existe Fp
sous-espace de E de dimension p tel que

p—1
E =) Ker(fr) @ Fp.
k=0
p—1
Vérifions alors que ﬂ Ker(fx) ¢ Ker(fp). Soit P : F, — Cr . est linéaire. De plus, pour x € F,
k=0 x = (fr(x))ogkgp—1
p—1
x € Kerp = Vk € [0,p — 1], fi(x) =0 = x € (] Ker(fy),
k=0
p—1
et donc x = 0 puisque F, est un supplémentaire de ﬂ Ker(fy). Par suite, { est injective et finalement 1\ est un isomor-
k=0

phisme de Fp, sur CP.
Soit (ei)ogigp—1 l'image par I'isomorphisme 1P~ de la base canonique de CP. (ei)ogigp—1 est une base de F, telle que
V(i,j) € [[O,P - ]]]27 fi(e]') = 6i,j-

p—1 p—1
Supposons par ’absurde que m Ker(fy) C Ker(fp). Soit f = Z fp (ex)fi. Alors
k=0 k=0
- Pour 0 <k <p—1, f(ex) = fp(ex) et donc f et f, coincident sur une base de F,, puis f et f, coincident sur F,.
p—1
- Les restrictions de f et f,, & ﬂ Ker(fx) sont nulles et en particulier coincident.
k=0
p—1
Finalement, f et f,, coincident sur deux sous espaces supplémentaires de E et donc f, = f = Z f(ex)fx ce qui contredit
k=0
p—1
la liberté de la famille (fi)o<k<p. Finalement ﬂ Ker(fy) ¢ Ker(fp).
k=0
p—1
On peut donc choisir un vecteur x, dans ﬂ Ker(fy) et non dans Ker(f,). Soit D = Vect(x). Puisque x ¢ Ker(f,), on a
k=0
déja E = Ker(f,) @ D puis
p—1
E= << Ker(fk)> N (Ker(fy) @ D)) aF,
k=0
P p—1 p—1
= [ Ker(fi) @ | | () Ker(fx) | ND | & F, (car D C () Ker(fi))
k=0 k=0 k=0
P p—1
= ﬂ Ker(fx) ® D@ Fp, (car D C ﬂ Ker(fy))
k=0 k=0

D%

Ker(fk) @ F‘p+1 )

k

0
ot Fp11 =D @ Fp, est de dimension p + 1.

Le résultat est démontré par récurrence.
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Supposons enfin que rg(fn)neny = +00. Alors, pour tout p € N, rg(fn)nen = p-
p—1
Soit p € N*, il existe (fn,...,fn,_,) libre extraite de (fn)nen. On a K C m Kerf,, =K’ et donc
k=0
codim(K) > codim(K’) = p.

Ainsi, Vp € N*, codim(K) > p et donc codim(K) = +oo. Dans tous les cas,

codim(K) = rg(fn ) nen-
I11.A.3)

Ng={feL'(R)/Va € R, fxg(—a) =0} = {f € L'(R)/ Va € R, f* (Ta(g)) =0}
= {fe L'(R)/ Va €R, @1, (g)(f) =0} = (1) Ker (o1, (g)) -

x€R

Sirg ((pTa(g))aeR =7p € N, on peut extraire ((pTak(g)) base de Vect (@T“(g))“eR. Dans ce cas,

og<kgp—1
p—1

[ Ker (@r,() = [ Ker (@T“k(g))v

x€R k=0

et donc, d’aprés la question précédente, m Ker ((pT‘X(g)) est de codimension p =rg ((pT“(g))
xeR

x€R’

Sirg ((pTa(g))oceR = 400, on peut extraire ((PT“n (9))n€N famille libre de Vect ((pT“(g))“GR. Dans ce cas, ﬂ Ker ((pTa(g))
xeR

est de codimension supérieure ou égale a rg ((PT% (g)) ~+00.

neN =

Dans tous les cas, codim(Ng) = rg ((pT‘X(g))
c’est-a-dire la dimension de Vj.

D’aprés la question III.A.1), ce rang est aussi le rang de (Tx(g))

x€R’ x€R

Vg € Cp(R), codim(Ng) = dim(Vy).

III.A.4) a) V4 = Vect (t— e'Pt=)) = Vect (t — e " *Fg(t))
xeR xeR
Vect(g) C Vg (car Vg est un espace vectoriel). Finalement, V4 = Vect(g).

C Vect(g). Mais d’autre part, g € Vg et donc

Ainsi, Vg est une droite vectorielle et d’aprés la question précédente, N4 est de codimension 1.

b) Pour k € Z, on pose ¥t € R, g (t) = e'*t. On sait que la famille (gy)kez est libre (famille orthonormale pour le produit

-I 27
scalaire (u,v) — = Jo u(t)v(t) dt).

n—1
Pour n € N*, on pose g = Z gk- g est un élément de Cp(R) (J|glec < M).
k=0
n—1 n—1
Puisque Va € R, Ty <Z gk> = Z e kg, € Vect(gx)ogkgn—1, on a Vg C Vect(gi)ogkgn—1. En particulier,
k=0 k=0

dim(Vyg) < n.

Maintenant, Vg contient les T2ix (g), 0 < 1 < n—1. La matrice de la famille (sz (g9) dans la base (gk)ogkgn—1

O )ogk,lgnq

de Vect(gk)ogckgn—1 est la matrice d¢ VANDERMONDE (eZikL”/“) Puisque les e2*/™ 0 < k < n—1, sont deux

o<k, lgn—1°

a deux distincts, on sait que cette matrice est inversible. La famille (Tu (g))o : est donc libre et on en déduit
n <k, l<n—

que dim(Vy) < n.

Finalement, dim(Vy) =n (et une base de Vg est (gx)ockgn—1). D’aprés la question III.A.3), Ng4 est de codimension n

II1.B - Hypothése A

II1.B.1) Soit g € Cp(R). On suppose que g est de classe C* sur R et que toutes les dérivées de g sont bornées.

D’aprés la question 1.C.2), pour tout f € L'(R), f* g est de classe C*® sur R et Vk € N, (f * g)(k) =fx gk,
Soit k € N. Soit f € L'(R).
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feNyuo = fxrgl =0= (fxg)M =0= (fxg) D =0=feNyun).

Donc la suite (Ng(k))keN KN est décroissante. Puisque
codim(N g ) € N, la suite des codimensions est nécessairement constante & partir d’un certain rang (dans le cas contraire,
Pune des codimensions au moins serait un entier strictement négatif) puis la suite (Ng(k) )k oy st constante a partir d’un
certain rang p (dans le cas contraire, la suite des codimensions ne serait pas constante a partir d’un certain rang). On

note n la valeur constante des codimensions & partir d’un certain rang.

est croissante au sens de l'inclusion puis la suite (codim (Ng(k)))

P
On a donc Ngp) =Ngpen =... =Ngpm = m <m Ker (T(x(g(“’Lk))). Si la famille (g(“’Lk))ogkgp était libre, il en
k=0 \«x€eR

serait de méme de la famille ((pg(n+k)) . d’apreés la question II1.A.1) et lintersection de noyaux ci-dessus serait de

0Kk
codimension au moins égale & n+ 1 d’apreés la question ITI1.A.2) ce qui n’est pas.

n+k))

Donc la famille (g o<k<p st liée ou encore g est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants.

II1.B.2) On suppose que I’équation caractéristique de cette équation différentielle linaire homogeéne a coefficients constants
d’ordre n € N* s’écrit :

k

H(z—zj)“i =0,

j=1

ott les zj, 1 < j <k, sont des nombres complexes deux a deux distincts et les &, 1 < j <k, sont des entiers naturels non
k

nuls tels que Z o =n. On sait alors qu'il existe des polynomes Pj, 1T <j <k, ou Vj € [1,k], deg(P;) < & — 1 tels que
=1

VtER, g(t) =) Pj(t)es" (x).
j=1
Montrons par récurrence sur n que, si g # 0, Vj € [1,k], Re(z;) =0 et Pj € Co[X].
e Le résultat est immédiat sin =1.

e Soit n > 1. Supposons le résultat acquis pour n. Soit g # 0 de la forme (%) au rang n + 1.
-Sik=1,VteR, g(t) =Py(t)e*'" ou P; est un polynéme non nul de degré au plus n + 1.
Pour tout t € R, |g(t)| = |P;(t)[eRe(1)t. Si Re(z1) > 0, |g(t)] 3 +o0o d’aprés un théoréme de croissances comparées
—+00

ce qui est exclu puisque g est bornée et Si Re(z1) < 0, |g(t)] L +00 ce qui est exclu. Donc Re(z1) = 0.
——00
Par suite, pour tout t € R, |g(t)| = |Py(t)|. Si Py n’est pas constant, |g(t)] . —+> +o00 ce qui est exclu.
—+00
Donc P; est constant.

-Sik > 2, pourt € R, posons h(t) = g’(t) — zxg(t). La fonction h vérifie aussi ’hypothése A.
Ensuite, pour tout réel t,

k k—1

h(t) =D (zP(t) +P{(t) —zPj(t)) e¥' = Y ((zj — zi)P;(t) + P{(t)) e + PL(t)e™".
j=1 j=1

k
L’écriture ci-dessus est de la forme Z Qj (t)e®t ot les Qj sont des polynémes dont le degré total est au plus
j=1

k—1
Zocj+ock—1:(n+1)—1:n.
j=1

Il est connu que h est nulle si et seulement si tous les Qj sont nuls (une famille de fonctions de la forme t — P(t)e**
ot les polynomes P sont tous non nuls et les z sont deux & deux distincts est libre). Dans ce cas, pour j < k,

(zj —zk)Pj + P{ = Q; = 0 puis Pj = 0 car si Pj # 0, deg(Q;) = deg(P;) (car zj — zx # 0). Ensuite, Py =0 et donc Py
est une constante A (non nulle).

Mais alors, Vt € R, g(t) = Ae*<' ce qui impose Re(zyx) = 0. Le résultat est démontré quand h = 0.

Sih # 0, par hypothése de récurrence, les Qj, 1 < j <k, sont des constantes et les zj, 1 < j < k, sont imaginaires purs.
Pour j <k, si Pj n’est pas constant, deg(Q;j) = deg(P;) > 0 ce qui est exclu. Donc les polynémes Pj, 1 <j <k—1,
sont constants. Enfin, P est constant et donc Py est de degré au plus 1. Mais si Py est de degré 1,
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[g(t)] ~ [Px(t)] — oo ce quiest exclu. Donc Py est constant.
t—+o00 t—+o0

Le résultat est démontré par récurrence.

Ainsi, si g vérifie I'hypothése A et si Ng est de codimension finie, g est nécessairement de la forme
k
g:te Z aetbit,
j=1

ott les 35 sont des réels deux & deux distincts et les «; sont des complexes.

Réciproquement, si g est de cette forme, comme a la question III.A.4.b), V4 C Vect (eifgj)
V, est de dimension finie puis Ng est de codimension finie.

ITI.C - Cas général

IT1.C.1) Par hypothése, dim(Vg) =n (d’apres la question I11.A.3)). Donc, il existe (ai)1<i<n € R™ tel que (To; (9))1¢icn
soit une base de V4. Mais alors

1<i<k Ol €p, (t) = e'fit ¢t donc

n
Vo € R, 3(mi(o))1<icn € C™ tel que Tolg) = ) mi(e) e, (g).
i=1
II1.C.2) a) On supposera que p € N*.
Pour chaque x € R, la fonction ex : F — C est un élément de F*. Puisque dim(F) = p, on sait que dim(F*) = p.
f = f(x)

Soit v < p le rang de la famille (eyx)xer. Soit (€q;,-.-,€q,) une base de Vect(ex)xer C F*. Pour chaque x, il existe
(Ai(x))1<icr € CT tel que

X

ou encore

vx € R, INi(x))i<icr €CT/VFEF, f(x) = ) flai)Ai(x).
i=1

T

Mais alors (Ai)1<igr est une famille de fonctions de R dans C telle que Vf € F, f = Z f(ai)Ai. Par suite F C Vect(Ai)1<igcr

i=1
et donc
P= dlm(F) < dim (Vect()\ihgigr) <.

Finalement p = 7. Par suite, (eq,,...,€q,) est une famille libre de F* de cardinal p = dim(F*) < +oco et donc (eq;y...,€qa,)
est une base de F*.

P
b) e Sila famille (fi)i1<icp est liée, il existe («i)1<icp € C™ tel que (aq,...,&p) # (0,...,0) et Z aify = 0.

i=1

P

Mais alors, si on note Li, T < 1i < p, les lignes de Det (fi(aj))1<i<‘p’ on a Z aiLi = 0 et donc la famille (Li)1<igp est
i=1

=0.

liée. On en déduit que Det (fi(a]-))KKp

P P
e Si Det (fi(aj))]ggp = O, il existe ((Xi)]gigp € C™ tel que (0(],...,0(p) 75 (O,,O) et ZOCiLi =0. Soit f = Z (Xifi. f
i=1 i=1

est un élément de F tel que pour tout j € [[1,p],
P
eq; (f) = f(q;) = Z aifi(aj) =0.
i=1

Mais (eq;)1<j<n est une base de F* et on sait que les coordonnées de f dans la préduale de (eq;)1<j<n sont les eq; (f) et
P

sont donc nulles. Par suite, f =0 ou encore Z aify = 0. Ceci montre que la famille (fy,...,f,) est liée.
i=1

On a montré que (f1,...,f,) est liée si et seulement si Det (fi(a;)) = 0 ou encore, par contraposition,

1<i<p
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(f1,...,fp) est libre si et seulement si Det (fi(aj))1<i<p £ 0.

III.C.3) V4 est de dimension n et une base de V4 est (T“i(g))]gign' D’apres la question I11.C.2), il existe des réels aj,
...,0n, tels que det (T“i(g)(aj))Ki‘jgn #£0.

n
Soit o € R. On sait que Ty(g) = Z mi(x)Tx, (g). Mais alors,
i=1

Vi€ hnl D (Tai(9) (a5)mi(x) = Tul(g)(aj).
i=1

On a obtenu un systéme de n équations linéaires & n inconnues (les mi(a), 1 <1 < n) dont le déterminant n’est pas nul
c’est-a-dire un systéme de CRAMER. Les formules de CRAMER fournissent alors des égalités du type :

vie [1,n], mi(a) =) Ai;Talg)(q))

i=1

ot les A j sont des complexes indépendants de «. Plus explicitement, on a donc
n
Vie [1,n], Va € R, mi(a) = Z?\i‘jg(aj — o).
i=1

Puisque g est de classe C¥ sur R, il en est de méme des fonctions m;, 1 < i< n.

II1.C.4) Soit v € N*. D’aprés les questions I.A.1) et .C.1), @, : Cp(R) — Cp(R) est bien une application et méme
u —  ux*h,
un endomorphisme par bilinéarité du produit de convolution. De plus,

Vh,+g = Vect (Tx(hr * 9))oc6]R = Vect (T (g) * hT)oce]R = O, (VeCt (Ta(g)) ) =0, (vg)

xeR
Mais alors, dim (Vi +g) = dim (@ (Vg)) < dim (Vy) < +o00.

III.C.5) Pour r € N*, on note encore @, I'application @, : Vg — Vi, .g . On sait déja que @, est une application
u = uxh,

linéaire surjective. Il s’agit de vérifier que pour r assez grand, I’application @, est un isomorphisme. Il revient au méme

de démontrer que l'image de la base (Tq, (9))1<i<n de Vg, & savoir la famille (Tx, (g) * hf)lgign’ est une base de Vi, «g.

Il existe (aj)1<j<n € R™ tel que det (T, (9))(aj)); j<n =# 0 et d’autre part, puisque g € Cp(R), la suite de fonctions
(hy *g)ren- converge simplement vers g sur R. On en déduit que la matrice ((Tx, (hy * g))(aj)), <ij<n tend vers la matrice
(Teee (9 (a)) 74 j<n quand 1 tend vers +o0o. Par continuité du déterminant, on a encore

lim det ((Toq (hr * 9))(aj))1gi‘jgn = det ((Toci(g))(aj)hgi,jgn ?é 0.

T—+00

Mais alors, a partir d'un certain rang ro, det (T, (hr * g))(aj)) # 0. La question III.C.2)b) permet d’affirmer que,

1<ij<n

pour T = 719, la famille ((pTa_ (hr*g))1 est libre. Il en est de méme de la famille (Ty, (hy * g)); i<, €t donc, pour
i <ign <ig

T > 10, dim (Vi +g) = n. Puisque d’autre part, dim (Vy,,.4) <N, on a finalement

Vr > 1o, dim (Vi +g) =M.

II1.C.6) e Montrons que Vr > 2, h, € C"~1(R).

- h, est continue sur R, paire, de classe C* sur [—1, 1], nulle sur | — oo, —1] U [1, +ool.
- h, admet en 1 des dérivées & gauche a tout ordre. De plus,
ZT
h:(t) = —(0-=-t)"+o((1-1)").

tﬂT*] Ar

La formule de TAYLOR-YOUNG permet d’affirmer que Vk € [0,1—1], (hr);k) (I)=0= (hr)gk) (1). Par suite, Vk € [0,7—1],
h, est k fois dérivable en 1 et f(¥)(1) = 0. En particulier, hiri])ﬂ) = 0. h, étant d’autre part de classe C™! sur

[0, 1] U [1, 400, h; est finalement de classe C™! sur [0, +-o0[ puis sur R.
e D’aprés la question 1.C.2), on en déduit que ¥r € N*, h, x g € C"~'(R).

n
e Pour tout réel o, Ty(g) = Z mi(x)Tx, (g) et donc pour tout r € N* et tout & € R,
i=1
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To(hy # g) = he x Ta(g) = hy * <Z mi(cx)Toq(g)> =Y mi(a)hy * T (9).
i=1 i=1

D’aprés la question précédente, pour 1 assez grand, dim(Vh,+g) = 1. On peut alors effectuer le méme travail qu’a la
question II1.C.3) en remplacant les Ty, (g), T < 1 < n, par les hy % T, (g), 1 < 1 < n, on cette fois-ci les hy *x Ty, (g),
1 <1i< n, sont de classe C™! :

n
Vie [l,n], Va € R, mi(a) = Z)‘i»jhf *glaj — o),
i=1

pour 1 assez grand et des ai, 1 <1< n, correctement choisis.
<

<
<1

e Mais alors les fonctions my, 1 n, sont de classe C™! sur R pour tout r € N* et donc les fonctions m;, 1 < i< n,

sont de classe C* sur R.

n
II1.C.7) Pour tout réel «, g(a) = T_«(g)(0) = Z mi(—a) T, (g)(0) et donc g est de classe C™ sur R.
i=1

Vérifions que alors toutes les dérivées de g sont bornées. On sait que
n
VaeR, Vx € R, g(x — ) = Zmi(cx)g(x— o).
i=1

En dérivant par rapport & x, on obtient

n
Vo eR, Vx eR,VkeN, g¥(x — ) = Zmi(oc)g(k)(x — ).
i=1
En particulier, pour x = 0 et en remplagant & par —x, on obtient
n

Va e R, ¥x € R, Vk €N, gi¥ () = Zmi(—cx)g(k)(—oq).

i=1

La question II1.C.3) (expression des m; en fonction de g) montre en particulier que les fonctions mi, 1 < i < n, sont
bornées sur R et donc Vk € N, g(¥) est bornée sur R.

Ainsi, la fonction g vérifie 'hypothése A ce qui raméne & la partie A. Les fonctions g € Cp(R) telles que Ny est de
codimension finie sont les fonctions de la forme

P
t— Z oetPrt
k=1

ou les o sont des complexes et les Bk sont des réels deux a deux distincts.
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