SESSION 2011

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 2. FILIERE MP

I - Caractérisation des matrices symétriques définies positives

LA -

I.A.1) Soient n € N* et A € S;,(R). On sait que toutes les valeurs propres de A sont réelles.

e Supposons que A soit positive. Soit A € R une valeur propre de A puis X € My 1(R) \ {0} un vecteur propre associé.
Puisque X # 0, on a *XX = [|X||3 > 0 puis

IX(AX) | 'XAX

A T X

>0 (1)

Par suite, les valeurs propres de A sont positives.

e Réciproquement, supposons que toutes les valeurs propres de A soient positives. D’aprés le théoréme spectral, A est
orthogonalement semblable & une matrice diagonale. Donc, 3P € O,,(R), 3D = diag(Ai)1<i<n € Dn(R)/ A = PDP™! =
PD'P.

Soit X € Mn,] ((C) En posant X = (Xihgign puis X' =tPX = (X{)]gign,

n
EXAX = IX(PD'P)X = H('PX)D('PX) = 'X'DX = Y Ai(x{)* >0 (II)
i=1

et la matrice A est positive.

YA € Sp(R), (A € ST (R) & Sp(A) C R+

1.A.2) e Supposons que A soit définie positive. Avec les notations de la question précédente, puisque X # 0, on a *XAX > 0
et 'inégalité (I) s’écrit

_'XAX

= XX > 0.

Par suite, les valeurs propres de A sont strictement positives.

e Réciproquement, supposons que les valeurs propres de A soient strictement positives. L’inégalité (II) de la question
précédente persiste. De plus,

XAX=0& ) N(x{)?=0=0&Vie [I,n], M(x{)* =0&Vie[l,n], x{ =0 (car Vi € [1,n], A #0)
i=1

X' =08'"PX=0& X =0 (car 'P € GL.(R)),

et la matrice A est définie positive.

VA € Sp(R), (A € SHHT(R) & Sp(A) C RT™.

I.B -

I.B.1) Puisque A(™ = A est définie positive, on a det(A(™ = det(A) > 0 car det(A) est le produit des valeurs propres
de A..

Soit i € [1,n — 1]. La matrice A s’écrit sous la forme A = (
Ci € Mn_ii(R).

AL By

Cc. D. ) o Dy € Mn_i(R), Bi € Min_i(R) et
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Soit X € Mj 1(R). On compléte X en X' = (

Al B, X AX ;
ty/ r__(t i _(t _t (1)
XAX_(XO)< c, Di><0)_(XO)<CiX>_XA X.

3 ) € Mni(R). On a

Par suite, tXAUX = 'X’AX’ > 0 et de plus, ' XADX =0 & ' X'AX' =0 & X' =0 & X = 0. Donc la matrice AV
est définie positive. D’apreés la question précédente, les valeurs propres de A1) sont des réels strictement positifs puis le
déterminant de A(Y) qui est le produit des valeurs propres de AV, est un réel strictement positif.

VA € SFF(R), Vi€ [1,n], AV € S (R) et det(A;) > 0.

1.B.2) e Soient a € R puis A = (a) = al; € M;(R). L’unique valeur propre de A est a et donc

A€STR) & a>0& det(A) > 0.

oSoitAz(,:)l tc)),(a,b,c)eR3,tellequea>Oet ac—b?2 > 0. Pourtouth(lj)eMz,l(R),
2 2
b —-b
tXAX:ax2+2b1_pcy—&-cyz:a(x+ ay) +acTyz>0.
. b \° ac—b? , b o
De plus, '*XAX =0& a x+ay ZTQ =0(:>+ay=y=0(:>x=y:O®X=0.DoncAestdeﬁn1e

positive.

1.B.3) a) D’aprés le théoréme spectral, A est orthogonalement semblable & une matrice diagonale.

Notons (Ai)1<icns1 € R™! la famille des valeurs propres de A puis (€i)1<i<nt1 une base orthonormée de Mai1,1(R)
formée de vecteurs propres de A associée.

Puisque det(A) = det(AM™*+1)) > 0, aucune valeur propre de A n’est nulle. Puisque A n’est pas définie positive, il existe au
moins une valeur propre strictement négative mais A ne peut avoir une unique valeur propre négative car alors det(A) < 0
ce qui n’est pas. Donc A admet au moins deux valeurs propres A; et Aj, i # j, strictement négative (avec éventuellement
Ai = Aj). Les vecteurs e; et ej sont deux vecteurs linéairement indépendants associés a des valeurs propres strictement
négatives.

b) La question II1.B.2) montre que 'on ne peut avoir n = 1. Donc, n > 2 puis n + 1 > 3. Soient e] et e} deux vecteurs
propres de A linéairement indépendants et associés a des valeurs propres strictement négatives A et L.
Si la derniére composante de e} est nulle, on peut prendre X = e} car

YXAX = Atefer = Alle}||3 < O (car e #0).

De méme, si la derniére composante de e} est nulle, X = e} convient. Supposons maintenant que la derniére composante
de e et la derniére composante de e} soient non nulles.

Notons a’ (resp. b’) la derniére composante de e} (resp. e}). Soit X =b’e] —a’e). La derniére composante de X est nulle
et d’autre part, puisque la famille (e], e5) est orthonormeée,

tXAX =Ab’2 + pa’? < 0.

Dans tous les cas, il existe X € My41,1(R) dont la derniére composante est nulle et tel que *XAX < 0.
li
0

définie positive puis, par hypothése de récurrence, 3i € [1,n] tel que det(A™) < 0. Ceci est une contradiction et donc la
matrice A est définie positive.

c) Posons X = ( X > oit X' € My 1(R). D’aprés la question 1.B.1), 0 > *XAX = *X’AMWX’ et donc A™) n'est pas

On a ainsi montré par récurrence que

vn € N*, VA € S, (R), (A est définie positive & Vi € [1,n], det(AH > 0).

Sn(R). Puisque A admet une valeur

I.C - L’équivalence est vraie si n = 1. Soient n > 2 puis A = diag(0,...,0—1) € S,
= 0 > 0. L’équivalence « A est positive

)
propre strictement négative, A n’est pas positive. Mais Vi € [1,n], det(AV)
& Vie [1,n], det(A®) >0 » est fausse quand n > 2.
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I.D - Procédure en Maple.

with(LinearAlgebra) :
defpositif :=proc(A,n)
local i;
i:=1;
while i<=n and Determinant(Submatrix(A,[1..i],[1..i]))>0
doi:=i+1 od;
evalb(i=n+1)
end ;

3

IT - Etude d’une suite de polynémes

II.LA - e {, ) est bilinéaire par bilinéarité du produit et linéarité de l'intégrale, symétrique, positive par positivité de
I'intégrale. De plus, pour P € R[X],

1
(P,P>:O:>J' P2(t) dt =0
0

=Vt € [0,1], P?(t) = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

= P = 0 (polyndéme ayant une infinité de racines).

En résumé, (, ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur R[X] ou encore

(, ) est un produit scalaire sur R[X].

II.B - Soit n € N. P, est un polynome de degré 2n et donc P&n) est un polynome de degré 2n —n =n.

Quand x tend vers 1, P (x) ~ (x —1)™ ou encore P, (x) =1 x (x — 1)™ + o((x — 1)™). Puisque P,, est n fois dérivable en
)
=1 ou encore

1, par unicité des coefficients d’un développement limité, on en déduit que

vneN, PY(1) =nl.

I1.C - Soient n € N* puis Q € R_1[X]. Une intégration par parties fournit

1 1
QL) = o | QUoPR ) ¢t = - ([Q(t)PS‘—”(t)}’ - [ Q'wrr dt)

Tl
Maintenant, O et 1 sont racines de P,, d’ordre n et donc racines d’ordre n — (n—1) = 1 de Pﬁlnfn. On en déduit que

1 1
(QLn) =— J Q'(t)PIm= (1) dt.

n! Jo

—1)k 1
Plus généralement, soit k € [0, n—1]. Supposons que (Q,L,,) = (—) J Q(k) (t)PT(lnfk) (t) dt. Une intégration par parties

fournit

n! o Jo n! o

QL= ([Q(“(t)P&“““”(t)f - J] Qk+ NP () dt) - J] QU () at.

car 0 et 1 sont racines de P;, d’ordre n et donc racines d’ordren — (n—(k+1)) =k+1>1de PT(ln_”.

_1\k ¢!
On a montré par récurrence que Vk € [0,n], (Q,L,) = (T:') J Q(k)(t)Pg‘_k) (t) dt. En particulier, (Q,L,) =
o

(=" f Q(n)(t)Pn(t) dt =0 car deg(Q) < n
n! 0 " B © .

Vn € N, ¥Q € Ry _1[X], (Q,Ln) =0.
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II.D -

II.D .1) Ip = 1. Soit n € N*. Des intégrations par parties successives fournissent

1 1

1
L J T (=1 = — J =1 at
0 Tl+] 0 n+] 0

(t—])"“
n+1

1
I“:J tht—1" dt = [t”

— 2 nn—1) ] n—2 n+2
= (=1 mjot (t—1"™* at

nn-—1)...1 r o 2 nn-—1)...1
= (=" tP(1—t) " dt=(—1"
(=1 MmM+1)n+2)...(2n) Jo ( ) (=1 M+T)n+2)...2n)(2n +1)
12
= (-1 )nﬁ ce qui reste vrai quand n = 0.
nl?
_(_1\n
vmeN, I, =(-1) Tk
2n)!
II.D .2) La formule de la question II.C reste valable pour Q = L,. Py, est unitaire de degré 2n. Donc dom(PT(fl) = %
| !
puis dom(L,,) = (f:'lz) . Par suite,
Loy L) = 21 ]L(“) = D dom(L deg(Ly) =
(La,Ly) = ), (t)Pn(t) dt = o xn om(L,) x I, (car deg(L,,) =n)
(2n)! n!? 1
— (__ n J— n fd
= T < e T I

1

VneN, (Ly,Ly) =

n+1
L V2 1
IL.E - Pour n € N, posons K,, = —— = nt (X(X —=1))™) ),
1Ll n!
e vn € N, deg(K,,) = deg(L,,) =n.
2n)lv/2 1
o V¥n €N, dom(Ky) = ZHVIRHT

nl?
e Puisque Vn € N, deg(Kn) =n, VN € N, (K )ogngn est une base de Ry ([X]. Ensuite, chaque Ky, n € N, est de norme 1.

Enfin, pour tout n € N*, K, est orthogonal & Ko, Ky, ..., Kh_1 d’aprés la question I.C et en particulier, les K, n € N,
sont deux & deux orthogonaux.

En résumé, VN € N, (Kn)ogngnN est une base orthonormée de Ry [X].

Montrons alors 'unicité de la suite (Ky)nen. Soit (Pn)nen une suite de polynoémes vérifiant les mémes propriétés que la
suite (K )nen.

(Pn)nen est une famille orthonormeée telle que Vn € N, Vect(Py)o<k<n = Vect(X¥)o<kgn -

(P9, X®) =1 >0 et pour n € N*.

(P, X™) = ﬁm@mdom(Pn)X“)
_ 1
~ dom(Py)
_IPall?
~ dom(Py)

(Pny Pn) (car Py est orthogonal a Vect(Py)ock<n—1 = Rn—1[X])

> 0.

Ainsi, la famille (Py, )nen est nécessairement 1’orthonormalisée de SCHMIDT de la base canonique (X™)nen ce qui montre
I'unicité de la suite (Pn )nen. On a aussi montré que la famille (K, )nen est Porthonormalisée de la base canonique (X™)nen.
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ILF -Ko=Lo=Po=1.K; =v3(X(X—=1)) =v32X—1) et K, = ?(X4—2X3+X2)”:\/§(6X2—6X+1).

Ko=1,K; =v32X—1) et Ko = V5(6X2 —6X +1).

III - Matrices de Hilbert
III.A - Etude de quelques propriétés de H,,

1
IILA.1) e H, = b2 A =21 210et done Hy € GLa(R). De plus
Al)eHy = l l A =3 Z—]—z;é et donc Hy € 2(R). De plus,
2 3
L— 4 —6
1z 1 —6 12
2
11
"7 3
111 1 1/1 1 1/1 1 1 1 1 1
Hy = | = 2 2 [as=(=-o)2(=-s)d2(2-2)=-— 44— =—— 2£0.D
* 23 4 |07 (15 16) 2(10 12)+3<8 9> 320 120 716 ~ 710 7 O Dome
11 1
3 4 5
Hs; € GL3(R). De plus
J 11
220 60 72 o 3 30
H;:Alt(com(m)):zmo 14 36 192 —180 |
3 160 4? 1‘2 30 180 180
72 12 12
4 -6 9 —36 30
H;‘_< >etH;‘_ 36 192 —180 |.
6 12 30 —180 180
III.A.2) Soit n € N*. A, 11 =det(Cq1,C2,...,CnyCny1) =det(C1 —Cry1,C2—Cni1y.v.y Cu—Crp1y, Crp1). Puis, pour
je[[])nﬂ’
1 1 n—j+1
C'_Cn = A " - — A " A
) +1 <1+)—1 1+n+1—1)1<i<n+] <(1+)_])(1+n))1<i<n+1

1
(i+j —U(i"‘n))]gignﬂ

Par linéarité du déterminant par rapport & chacune de ses n premiéres colonnes puis par rapport a chacune de ses lignes,
on obtient

—(n—j+n(

nxn—1)x...x1 nl?
A = det(Cy,...,Cn, C/ = ———det(Cy,...,Cqn, C]
n+1 (n+1)><(n+2)><...><(2n+1) e( 1, y Ly n_,_]) (2n+1)! e( 1, y Lny n+])a
0
ot CJ 1 = (1)1<icny1- On retranche alors la derniére ligne a toutes les autres. La derniére colonne s’écrit alors O
1

En développant suivant cette derniére colonne, on obtient

n!? 1 1 12 n—j+1
Any1 = det - = det
. 2n+1)! ¢ (i-i—j—] i+n)1gi,j<n (Zn+1)! ¢ <(i+j_”(i+n)>1gi,jgn

_oon2 nmn-—1)...1 et( 1 )
S 2n+Dn+1)...(2n) i+ =1/ 1cijen
14
n—'An.
2n)!(2n+ 1)!
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14

VTI S N 5 An+] (211)(2—11+”A

IIT.A.3) Soit n > 2. Puisque Ay =1,

n
An_<
k

n—1 4
! k!4 )A _ (Hk!> o
)t Can

L (2K)N2k + 1) n—1 Con
H 12k + 1)1
k=1
C4
Ar=letVn>2 A, = 2.
Con

II1.A.4) En particulier, Vn € N*, A, # 0 et donc Hy, € GL,(R). Ensuite,

1 e 2 2n—2) 3! 2n—1)! 2K\ Y 2k + 1 §
D = i e T T I “U( JI( ) e

vn € N*, det(H7') € N*.

IIT.A.5) Soit n € N*. Avec les notations de la partie I, pour k € [1,n], H%k) = Hy et donc Vk € [1,n], det(HT(lk)) = Ax > 0.
D’aprés la partie I, Hy, est une matrice symétrique réelle définie positive et donc ses valeurs propres sont des réels
strictement positifs.

vn € N*, Sp(H.,) C]0, +ool.

II1.B - Approximation au sens des moindres carrés

II1.B.1) Soit f € C°([0,1],R). Soit n € N. Puisque dim(R,,[X]) < +oo0, le théoréme de la projection orthogonale permet
d’affirmer ’existence et 'unicité de TT,, : TT,, est la projection orthogonale de f sur Ry, [X].

ITI.B.2) Soit n € N. T, € Ry 1[X] et donc [[f =TTy || > ||f =TT, 1|| par définition de Ty ;1. Ainsi, la suite ([|f —TTn[]), oy
est décroissante.

D’aprés le théoréme de WEIERSTRASS, il existe une suite de polynomes (Py)rxen convergeant uniformément vers f sur
[0, 1]. On sait de plus que I'on peut imposer Vn € N, deg(P,,) < n (polyndémes de BERNSTEIN).
Pour n € N, on a alors

1 1
HPWJQW4M—¢Mm%RﬁWﬁ<¢JW4Miﬁ—H—HM,
0 0

et puisque ||f — Pn|loo tend vers O quand n tend vers oo, on a encore hIJIrl If —TTn|| = 0.
n—-+oo
II1.B.3) Soit n € N*. Soit (i,j) € [1,n]. Le coefficient lign i, colonne j, de la matrice du produit scalaire ( , ) dans la
base canonique de R,,_1[X] est
1

1
19T ae :J =2 qt = #
0 1+)—]

(X1, X1y :J'

0
H,, est donc la matrice du produit scalaire {, ) dans la base canonique de Ry _1[X].

III.B.4) Soit n € N*. La famille (K;)og<pgn est une base orthonormale de Ry, [X] pour le produit scalaire (, ). On sait
alors que

S

p=0
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Soit P la matrice de passage de la base canonique (Xk)ogkgn de R, [X] a la base (Kp)ogpgn- Les coefficients de TT,, sont
les coordonnées de TT,, dans la base (X*)o<k<n et donc les composantes du vecteur colonne P x ((f, KP>)0<p<n'

Ensuite, en notant p;j, 0 < i,j < n, les coefficients de la matrice P (de sorte que les pi p sont les coordonnées de K, dans
la base canonique), pour 0 < p < n,

n
Kp) =D pip(f,XY),
i=0

puis ({f, Kp>)0<p<n = 'P ((f, Xi>)0<i<n et finalement les coefficients de TT,, sont les composantes du vecteur colonne

P x P x ((f,X}))

ogign”
La matrice du produit scalaire (, ) dans la base canonique est Hy 1 et sa matrice dans la base (K, )ogpgn est Ini1. Les
formules de changement de bases fournissent I, = *PH, 1P ou encore Hn 1 = (*P)~'P~! puis HT:JL] = P!P. Par suite,

les coefficients de TT,, sont les composantes du vecteur colonne Hn+1 ((f, Xk>)0<k<n'

”(i = T,n+1) i
Vi € [0,n], Zhw] ]:] (f, X1).
i=0

IILB.5) e (f,1) J] LI T
.B.5) e = —— = —.
’ o T+1t2 4
1
t In2
£X) = | —— dat =22,
o (LX) L 142 d 2
1.2
tc4+1-—1 T
2\ _1_"
o (f, X >—J'O Ty dt=1 T
9 36 30
D’aprés la question II1.A.1), H3_1 = —36 192 —180 | et donc
30 180 180
T In2 1 217
- TI2(0) = 97 — 36" +jo( 4):30—7—181112,
- TT4(0) :—365 + 192“— ~180 (1 %‘) =180 + 367+ 961n 2,
"
3
_n2(0) _30——1801n—+180(1 7T)_180—757”—901 2

M) = <180— o —901n2>

5 (180+36n+961n2)x+<3o-21—”—181n2)

4

Partie IV - Propriétés des coefficients de H;'

IV.A - Somme des coefficients de H,'

IV.A.1) e Hy = (1) puis H;' = (1) et donc s7 = 1.
s)=4—6—6+12=4ets3=9—-36+30—36+192—180+ 30— 180 + 180 = 9. On peut conjecturer que

¥n € N*, s, =n?.

IV.A.2) a) On note U le vecteur colonne dont toutes les composantes sont égales a 1 et on note (S) le systéme de I’énoncé.
Soit X = (xi)1<ign. Puisque Hy est inversible,

() & Ha X =U& U=H 'l

(S) admet donc un et un seul n-uplet solution.

b) Soit n € N*.

—_

n— n

n—I1

(n) _
Z ap =
p=0

_ (=1,m) _
hpﬂu - Z hi,i =Sn
1

p=0 \j= 1<i,j<n
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IV.A.3)

<Sn» Q> =

2

0<i,j<n—1

-1
Jixt, X0y Zcxl (nz
j=0

IV.A.4) En particulier, puisque (Kp)og<p<n—1 est une base orthonormée de Ry, _1[X],

3

o]

a(n)

1+J+1) Z“I_

|
-

((Sw, Kyp)

Il
)

IV.A.5) Soit p € [0,n — 1]. D’aprés la question I1.D.2), K =V2p+1L,(1)=2p+1.
IV.A.6) Soit n € N*.
v S (1+@n—Dmn _ ,
Sn:pZ_o(Kp(])) :é(zpﬂ): > =n?.
vn € N*, s, =n?.

IV.B - Les coefficients de H;,! sont des entiers
IV.B.1) Soit p € N*.

P _gre Yy ()oY
P k
O0<k<2p, k#p

2
Ainsi, ( P> est le double d’un entier et est donc un entier pair.
P

Soient n € N* puis p € [1,n].

(n+p)! n!

k=0

(n+p)!

p—1
zp) _, <zzp_1 B (zp))
k k
k=0

("))

Z (=P <;) X™P puis

nlp! pln—p)!

IV.B.2) P, = XX — )" =

p=0
o l
PT(ln) _ Z(_Un—p (Tl) (n +P)-Xp
v p/ P!

puis, puisque Pﬁln) (1) = n! d’aprés la question I1.B,

1o v n—
anmpn :Z(_U

p=0
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n

:n!Z(—

p=0

G

_ (2p)! _ (n+p) (210)
m—plp)t p2  \n—p)lp )%

)
p/\ P

n—&-p)xp.
P
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n

VneN, Kn=vIn+tTlyouly=) ()" (;) <

p=0

Pour p € [1,n], (=1)"P <;) <n;—p) est un entier relatif pair. Pour p =0, (—=1)"P (n) (n+ P) = (—1)™ est impair.

IV.B.3) a) D’aprés la question IIL.B.4), H ' = P*P out P = Mat 7 x, . xn—1)(Ko, Ki,..., Kn1).
Soit i € [1,n].

(avec la convention usuelle (E) =0si k>n).
n n 2 4. 2 2 2
- (=1,n _ j—1 j=T+n—T1\" n—1 2n—2\"
En particulier, hm Z 2j—1) =n?et hn n Z 2j—1) ( ) ( i = (2n—1) T P

j=1 j=1
n—2\2
(2n—1)(n >
n—1

b) De maniére générale, pour tout (i,j) € [1,n],

n n o k=1 (k=T+1i-1\/k—=T\ (k—=14j—1
_ _ 1\k—T—i+1+k—T—j+1 _ _
=Y i =) (1) (2 —1)(2k ”(_1)( i1 )(]—_1)< j—1 >

k=1 k=1

n . .
i k—1\ (k-1 N\ /(k=1\/k—=T+j—1
—Z(—n‘ﬂ(zk—n(. )( T )( >( 1+ )
= i—1 i—1 j—1 j—1
En particulier,
les coefficients de H;;! sont des entiers. I

c) Soit (i,j) € [2,n]?*.
(=1,n) - it kK—=T\/k—=T4+1—-T\/k—=T\/k—=T1+j—1
h, = N2k —1 _
" 2 o )<1—1>< -1 j—1 j—1
k=Max(i,j)

k—T\/k—1+1-1
Puisque k > Max(i,j) > 2, onak—1> 1. Puisquei > 2 et j > 2, i—]) lj]l

l'<—1 k__] - d’aprés la question IV.B.1). Par suite, chaque ]?_] k_,] Fi-d l'<—1 k__] i
j—1 j—1 i—1 i—1 j—1 j—1

est un entier divisible par 4 et il en est de méme de h ~hn

est un entier pair de méme que

V(i) € [2,n]2, hi; "™ €4z
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