SESSION 2011
Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE MP

Partie I - Etude préliminaire
I.A - Convergence des séries de Riemann
I.A.1) Soit k € [a+ 1,4+00[NZ. Alors [k,k+ 1] C [a,4oo[ et [k —T1,k] C [a,4oo[. Par suite, f est continue et décroissante

sur [k — 1, k] et [k,k + 1]. Mais alors

J:H f(x) dx < J

k+1
f(k) dx = (k+1—k)f(k) = f(k),

k

(cette inégalité étant valable pour k € [a,4o00[) et aussi

k k
J >J f(k) dx = (k— (k — 1))f(k) = f(K).
k—1

k+1 Kk
vk € [a+ 1, 4+00lNZ, J f(x) dx < f(k) < J
k—1

k

1
I.A.2) e Supposons « > 1. Soit n > 2. La fonction x — — est continue et décroissante sur [1,+o0[. D’aprés la question
X

précédente,
= 1 = (¢ " 1 " 1 1
— <1+ —dx=14+| —dx=1+ =1+
Zkoc\ ZJ'k_] o J o [ ((x_])xocl] a—1 (a—T)ne—1
k=1 k=2
1
R
=1 1
Ainsi, pour tout entier n > 2, Z e <1+ ce qui reste vrai pour n = 1. Mais alors, la suite des sommes partielles
k=1
1
de la série de terme général positif el k € N*, est majorée et donc la série de terme général K k € N* converge.

1
e Supposons « < 1. La fonction x — — est continue et décroissante sur [1,+oo[. Donc, pour n € N*,

n 1 n 1 no k41 1
= 1
Puisque ngrfoo In(n+1) =400, on a nlirfm ]; el 400 et donc la série de terme général K k € N* diverge.

. 1 . :
La série de terme général —, n € N* converge si et seulement si o > 1.
n

I.A.3) Soit o > 1. D’aprés la question précédente, pour n € N*,
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et quand n tend vers +oo, on obtient 1 < S(a) <1+ 1

k+1] Jr001 400 .k 1 +o00 +oo1
1.B.1) Pour n > ZonaZJ' —dx<Z—<ZJ —adxouencoreJ' X—dngn(oc)gJ' —adxou

enfin, pour n > 2,

1 +oo 1 +oo 1 n 1
0 < Rn(a) — — dx— — dx = — dx
( _‘I)noc ! ]X‘X n X n—I1 X
Cln—(n—T)x =
h =1 (n—-1)
On en déduit que ¥n > 2, 0 < n® R(oc)—; < (2 " ]4_# a<2oc
q =z & VX n (oc—])n“*’ X n—1 = — S .
Ainsi, n® (Rn(oc) — m) T O(1) ou encore

1 1
R(@) | = gy +0 (5)

I.B.2) Soit k € N*. La fonction f est de classe C3 sur ]0, +oo[. La formule de Taylor-LAPLACE & I’ordre 2 s’écrit

f(k+1)—f(k) = (k+ 1=k (k) + f3)(t) dt

(k+1—%k)2f" (k) Jk“ (k+1—1t)2
+ - -
2 5 2

R CE R N (k+1-1)2 ,
W_zkfx+1 + 2 K xx+2 X
oo+ 1) (M (k+1-1)? T oo 1
En posant Ay = 3 L s dx,ona f(k+1)—f(k) = i e + Ay avec
(o4 1) (1 12 ala+1)
0< A< TR ax= TR

1.B.3) Soit n € N*. D’aprés la question précédente,

+oo

1 o 1
=) == Z(k“ (HzW—Ak)-
k=n

N

e Pour N > n, Z (f(k+1)—~(k)) = f(N) —f(n) (somme télescopique). Puisque Nlim f(N) =0 (car x—1 > 0), la série
—+00
ke +o0o 1
de terme général f(k + 1) — f(k), k > n, converge et ];L (k+1)—F(k)) =—f(n) = W.
+oo
o 1 x x 1 1 1 1
— = —R 1 = — = — — ).
.k:nZk"‘+1 2 nlot )n~>+oo 2 (e +1) = T)nletn)=1 +O(((oc—i—])—Un""”) Zn“+o<n°‘+‘)
+o0o +o0o
oo+ 1) 1 1 L
° |— Z Ax| = Z A < fRn(OH—Z) avec Rp (o +2) e [ E et +0 (n“+2> et en particulier
k=n k=n
R 2) = O ] Par sui v A 0 ]
o+ )nﬂ—+oo a7 |- Par suite, —Z ko= T )

k=n

) ) 1 1 1 1 1 1 1
En resume, Rn(CX) nﬂ:Jroo W + <2T1—°‘ + (0] (Tlo"" >) + (0] <n°‘+]> n~>:+oo (0(— 1)n°‘—] + 21’1—0‘ + O (no(+1 >
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Partie II - Formule de Taylor et nombres de Bernoull:

II.A - Nombres de Bernoulli

p—1
II.A.1) Soit (an)nen une suite réelle. Soient p € N* et f € C°(I,C). On pose g = Z aifV. Alors g€ C=(I,C) et
i=0
- 10 1% ) i (i)
D 9= (52 af = 2 5t
j=1 ): j=1 ): i=0 0<igp—1 ):
1<<p
2p—1
_ Z i )
= 7
k=1 i+H=k
0<i<p—1
1<<p
2p—1 k a
_ / (k) k—j (k)
S b LR wl D
=2 \j=1 k=p+1 \j=1

(sip =1 les deux derniéres sommes sont conventionnellement nulles)

n
Qs
Soit (an)nen la suite définie par ap =1 et Yn € N*, a,, = — E %1]
‘ ):
j=2
Alors, (apf)’ =1’/ + 0 et Iégalité requise est vraie quand p =1 puis pour p >2et 2<k < p, on a

k
> =7
j=1

(k—1)+1 a
k—1)—j
—aa+ ) =0
j=2 >

p—1

et donc g’ ="+ Z blypf(pﬂ) ot les by, sont indépendants de f. Donc, la suite (an)nen convient. On a ainsi montré
1=1

lexistence de la suite (Qn)nen-

II.A.2) Montrons 'unicité de la suite (an)nen. Soit (@), )nen un suite solution.
On applique I’égalité de 1) a la fonction f : x — x et & p=1. On obtient aj x 1 =1 et donc aj = 1.
Soit p > 2. On applique l'égalité de 1) a la fonction f : x — xP.
L (k)
Dans ce cas, Z blypf(pﬂ) = 0 de sorte que f’ = gv
=1 k=1
En identifiant les coefficients constants dans I’égalité (), on obtient

1 /p! - a{)t
O—Za<§{a 1'> pry =

i=1

(*). Mais g = afxP +pajxP~'+.. +pla,_ ]X—Z J' X

P a’ P al . n+1 a’
et donc a E p ' En résumé, Vp > 2, ‘11/3—1 = § I"rl ou encore Vn € N*, a/ = E %H
il il il
i=2 i=2 i=2
n+1 ’
Ainsi, si (al)nen est une suite solution, on a nécessairement a), = 1 et Vn € N*, a/ = LH Mais alors, par
9 n/ne ) 0 ’ n ] B
il
i=2

récurrence, Vn € N, a), = an ce qui montre 'unicité de la suite (an)nen-

ap=TetVp>1
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Montrons par récurrence que Vp € N, |a,| < 1.

e Puisque ap = 1, l'inégalité est vraie quand p = 0.
e Soit p > 0. Supposons que Vk € [0,p], lax| < 1. Alors

p+2 p+2 1 +o0 1

lap2-il
|ap+1|<ZT<Za<Zi—e—2§1-

i=2 i=2 i=2

On a montré par récurrence que

g BV a_a_ T 1_ 1
L) e A )
1
a1——§eta2—ﬁ.

I1.A.3) a) Pour p € N, posons u, = 1. Puisque Vp € N, [a,| < up, on a Rq > Ry =1 et en particulier, pour tout nombre

complexe z tel que |z| < 1, la série Z apz? converge.
PeEN

b) Oun effectue le produit de CAUCHY des deux séries entiéres considérées et pour |z| < 1, on obtient

+o0o Zn +o0o
(€~ Tplz) = (Z F) 5 o
)2

n=1
+o00 n a +oo /n+1 A
o n—i o n+1—1i +1
_Z+Z<Z il )Zn_Z+Z<Z il )Zn
n=2 \i=1 n=1 i=1
=z.
Ensuite, on rappelle que pour tout z € C, e* =1 & z € 2inZ. Donce, siz # O et |zl < 1,on a e*—1 # 0 puis @(z) = eZZ T
D’autre part, @(0) = ap = 1.
+o0o
¢) Notons D le disque unité ouvert. Pour tout z de D \ {0}, posons {(z) = ¢(z) — a1z =ao + Z apzP. Pour z € D\ {0},
=2
on a P
B oz z  2z+z(e*—1)  z(e*+1)
M e S b Rl T il Py
—z| —+1
e z(e*+ 1) . . .
Pour z € D\ {0}, on a P(—z) = ] = e 1) =1 (z) ce qui reste vrai pour z = 0. Donc, la fonction 1 est
(i)
paire et on sait que Yk > 1, a1 =0.
Vk> ]) A2%+1 =0. I
ao =1, aq =3 az = 0 puis
o B %@ o g 1 1 1 _ ~0+15-6_ T
T2 6 24 120 72 48 120 720 7207

1
ag = —m
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II.B - Formule de Taylor

I1.B.1) Soit p € N*. Soit k € N*. La fonction f est de classe C* sur ]0,+o0[ et il en est de méme de la fonction g. En
particulier, g est de classe C*P*! sur [k, k + 1]. La formule de TAYLOR-LAPLACE & I'ordre 2p s’écrit alors

2p i k+1
gk+1)—g(k) = Z Mg(”(k) +J ' MQ(ZPH)(U dt

i=1 i k (zp)'
T (1 -2 (R .
=f'(k) + Z bL‘pr(Zpﬂ—L)(k) +J (271))' Z aif@P 1+ (¢) | at.
=1 K : i-0
T o (k+1—t
On peut poser R(k) = Z bl‘zpf(zl’“)(k) +J Z a f@P ) | at.
— k
1 ezt (W) (ca=2p—142)
2p+l _ 1 2p—1 _
ePour 1T<1<2p—1, f p+)(k)—m(ﬂ—0;)(—?)...(—&—213—1+)2)k (‘X p) —( kZp)+l T+
oala+1)...(x+2p+2p—1+2 oo+ T1)... (e +4p + 1 .

done, pour ] <1< 2p 1, |f(2P+U(k)| s k2p+1j1)+oc F - k2p+o P puis

2p—1

Z b1 2p+1 )

2p—1

1

Safla+1)...(+4p+1) <Z |b1»2P> K2pra — Ak (2Pt
1=1

e Ensuite, comme ci-dessus,

k+1 p—1
J 1k +(;p—)lt)2p (Z aif(2p+1+i)(t)> dt

k i=0

k+1 /p—1 _
<[ (Xl ar
k i=0

p—1

< ladllf 0 )
i=0

(par décroissance de chaque fonction [f2PF1+Y| sur [k, k + 1])
p—1

1
<afa+1)...(x+3p+2) <Z |ai> T Ak (2Pt
i=0

Finalement, [R(k)| < (A7 + Az)k™ 2P+ = Ak=(2P*+%) oy A ne dépend pas de k.
I1.B.2) Le développement proposé a déja été établi a la question 1.B.3) quand p = 1. On suppose dorénavant p > 2.

k—+o00 k2p+oc

converge. D’aprés un théoréme de sommation des relations de comparaison,

1
D’aprés la question II.LB.1), R(k) = O <W> De plus, puisque 2p+« > 241 = 3, la série de terme général

+oo +oo
1 1 N
]; Rk) = O <]; W) = ORn(2p+a) = 0 <W> (d’aprés LB.1)).

D’autre part, puisque g est une combinaison linéaire des fonctions x — ke N, avec x — 1+ k >0 pour k € N,
X

x—1+k’
ona lim g(x)=0.0n en déduit que pour n € N*,

X—+00
+o00 2p—1 2p—2
= 1 _ - _ - _ (k) - _ (%)
g glk+1)—g(k)) = lim (gN+1)—gm)=—gm)=—3 af™m)=—3 af
(car 2p —1 > 3 et donc azp—1 =0). Ainsi,
+o00 1 +o00 +o0 2p—1
_ _ / _ — (k)
Rula) =) o= (k)= ((glk+1)—glk)—R(K) ==} acf(n)
k=n k=n k=n k=0
2p—2 1
_ (k)
e X 0 (st
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11.B.3) Pour n € N*,

ns

Partie III - Polynoémes de Bernoulli et formule sommatoire
d’Euler-Maclaurin

III.A - Polynémes de Bernoulli

IIT1.A.1) Propriétés élémentaires
a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, A, existe et est unique.

e C’est vrai pour n = 0.

e Soit n > 0. Supposons que A;, existe et soit unique.
X

Al 1 =An & NeER/ WX ER, Anyi(x) = 7\+JO An(t) dt puis

J]An+1(t) dtzO(z)A:—J'](

0 0

JX An(t) dt) dx,

0
ce qui montre I'existence et 'unicité de A, 1.
On a montré par récurrence que pour tout entier naturel n, A, existe et est unique.

Les égalites Ao =1 et Vn € N, A/ . ; = Ay, fournissent degAo =0 et Vn € N, deg(An+1) =1+ deg(An) puis

vn € N, deg(An) =n.

1
1 1 1
o Al = Ao =1 et donc il existe a tel que A4 :X—i—apuisO:J (t+a)dt==+aet donca:—z. Ainsi, Aj =X — <.

o 2 2
o Al = A, :X—%etdoncilexisteatelqueAz:XTZ—g—}—apuisO: ;(;—%—i—a) dtz%—%—i—aetdonc
a:]lz.Ainsi,AZZXTZ—g—k]]—z.
0A§=A2:X72—§+]]—2etdoncilexisteatelqueA3=X?s—XTz—i-%—l—apuisO:J; (%—;+%+a) dt =
2]—4—]1—2+21—4+aetd0nca20.Ainsi,Agzx—;—XTZ—F%.

b) Pour n € Net t € R, posons By (t) = (—=1)"An (1 —1).
Bo = 1 puis, pour n € Net t € R, B/ ,(t) = (—1)™*! (A1 (1 —=1) = (=1)"A(1 —t) = By (t). Enfin, en posant

n+1
u =1—1, on obtient

1 1 1
J Buyi (1) dtz(—n““J Ansr(1—1) dtz(—nﬂj Ans1(w) du =0

En résumé, Bo =letVYn e N, B/ . ; =By et J Bni1(t) dt = 0. Par unicité de la suite (A )nen, on en déduit que ¥n € N,
0
B, = A, ou encore
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YneN, VteR, Ap(t) = (—1)"An (1 —1t).

1 1

c) Soit n > 2. An(1) — As(0) = J Al(t) dt = J An—1(t) dt =0 (car n—1 > 1). En particulier, puisque 2n — 1 > 2,
0 0

Azn_1(0) = Azn_1(1). Mais d’aprés la question précédente, Azn_1(0) = (—1)2" 1A2,_1(0) = —A2n_1(0) et finalement

Azn_1 (0) = Azn_1 (” =0.

vn > 2, An(0) = An(1) et A2n—1(0) =0.

d) Soit n € N. On sait que deg(A) =n. La formule de TAYLOR pour les polynomes fournit

nooa k) n n k

. Z An (0) k _ z: Anfk(o) k _ z X

An(X) — | X — TX — Cnfkﬁ.
k=0 k=0 k=0

n Xk
neN, An(X)=)_ Cnok
k=0 :

Soitn > 1.
o_f An(t) dt = i nk f th dt = i Cnk
o = k! Jo = (k+1)!
e) co=A0(0) =1et pour n €N,
Cn:_i Cn—k :_E CnJ'Hfi.
= (k+1)! = il

Ainsi, la suite (cy,) vérifie les égalités définissant la suite (a,,) de maniére unique et donc Yn € N, ¢, = an.

vneN, A,(0) =an.

II1.A.2) Fonction génératrice

a) Soit t € [-1,1]. Pour n € N,

n

|an—kl k
<)

k=0

(d’aprés la question I11.A.2))

N
hE
==

Mais alors, si z est un nombre complexe tel que |z| < 1, pour tout n € N, |A,(t)z™] < e x |z|™ qui est le terme général
d’une série géométrique convergente. On a montré que pour tout nombre z tel que |z| < 1 et tout réel t € [—1,1], la série
de terme général A, (t)z™, n € N, est absolument convergente et donc convergente.

n

b) Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1. Pour t € [-1,1] et n € N, posons f (t) = A, (t)z".

e La série de fonctions de terme général f,, converge simplement sur [—1, 1] vers la fonction t — f(t, z).
e Chaque f,, n € N| est une fonction dérivable sur [—1, 1].
o f§ =0 puis, pour n > 1,

IFR (O] = AL (D)z"] = [An_1 (D)]lz]™ < efz™

Comme la série numérique de terme général e|z|™, n € N, est convergente, on en déduit que la série de fonctions de terme
général f,,, n € N, est normalement et donc uniformément convergente sur [—1, 1].

D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, la fonction t — f(t,z) est dérivable sur [—1, 1] et sa dérivée s’obtient par
dérivation terme a terme. Ainsi, pour tout réel t € [—1,1],
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+oo +oo
%f(t, z)=) AL(t)z" = n; An_1(t)z" = zéAn(t)z“ = zf(t, z).

Par suite, 3K € C/ Vt € [-1,1], f(t,z) = Ke?'. Pour t = 0, on obtient si z # 0

z
ez —1’

+o0o
K=f(0,z) = ) anz" =0o(z) =
n=0

+oo 7t

Vte (1,1, V2 € D\ {0}, f(t,z) = ) An(t)z" =

ze
ez — 1

= @(z)e*"

n=0

La derniére égalité reste vraie quand z = 0 et donc Vt € [—1,1] et Vz € D, f(t,z) = @(z)e?*.
c) Soit z€ C. e* =1 & Jk € Z/ z = 2ikm. Donc si z # 0 et |z| < 27|, on a e* # 1.
Soit z un nombre complexe non nul tel que |z| < 27.

zez/2+ z z(e#/? +1) oz z/2
ez—1 ex—1 (ex/2—1)(ex/2+1)

T2 1 Ter o1

1 z
Cette égalité s’écrit encore f (z,z> + f(0,z) = 2f (O, E) et reste vraie sous cette forme pour z = 0.

Soit n € N. En identifiant les coefficients de z™ dans ’égalité de séries entiéres précédente, on obtient

1 1
et donc AT\. <z) = <2T1——] - 1) an.

1 1
\V/TIEN, An <z> = <2n—_1—]> an.

IIT1.A.3) Variations des polyndomes de Bernoulli

a) Montrons le résultat par récurrence.

X(X—=1 1 1
(7) + — est strictement décroissante sur [O, z} et strictement croissante sur [z, 1]. De plus, A2(0) =

A= T 12

1 1 1
Az(1) = £Vl >0et Aj (§> ="c < 0. Donc les variations de A, sont bien du type de I’énoncé.

1 1
A, est continue et strictement décroissante sur [O, z] et A2(0)A, <z) < 0. Donc A3 s’annule une et une seule fois en un

certain o de ]O, 7 [ De méme, A, s’annule une et une seule fois en un certain 3 de ] 2 1 [ o et 3 sont deux réels tels que

1
0<“<§<B<]

A} = A; est strictement positive sur [0, x[U]f, 1] et strictement négative sur |, 3[. Donc A3 est strictement croissante
sur [0, o, strictement décroissante sur [c, B] et strictement croissante sur [3, 1].

1
De plus, A3(0) = A3 (z) = A3(1) =0 et les variations de A3 sont bien du type de ’énoncé.

1 1
A} = Aj est strictement positive sur }0, 5 [ et strictement négative sur ]5,1 { Donc A4 est strictement croissante sur

1 . S 1
0, 7 et strictement décroissante sur 2,1 .

1 1 1
D’autre part, d’aprés la question précédente, A4(0)A4 (E) = (§ — 1) a3 < 0. Mais on ne peut avoir A4(0)A4 (§> =0
1 1 1
car alors ag =0 = A4(0) = A4 <z> ce qui contredit la stricte croissance de A4 sur {O, ﬂ . Donc A4(0)A4 <z) < 0et de
1
méme A4(1)A4 <z) < 0 puisque A4(0) = A4(1) d’apres la question III.A.1)c).
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Les variations de A4 sont bien du type de 1’énoncé.
1
Comme pour Aj, il existe deux réels o et 3 tels que 0 < & < 7 < B < 1 et As est strictement décroissante sur [0, o,

1
strictement croissante sur [x, B] et strictement décroissante sur [, 1] avec de plus, A5(0) = As (§> = As5(1) =0 (d’aprés

les questions IT1.A.1)c) et III.A.2)c)).
Les variations de As sont bien du type de 1’énoncé.

e Soit n > 0. Supposons que les variations de Agny2, Aqn+3, Aantq et Agns soient du type de 1’énoncé.

1 1
Alors Agn ¢ est strictement décroissante sur [O, 5 et strictement croissante sur 2 1} . De plus, Agni6(0)Asnis (—) =

2
1 1 .
FomTs 1) Asnie(0)? avec FImTs T 1<0et Agnis(0) = Agnis(1). Comme pour A4, on ne peut avoir Agn16(0) =0
1
ou Aqnie 5= 0 et donc Agni6(0) = Agnie(1) <0et Agnas §> < 0. Les variations de A4ni¢ sont du méme type

que celle de Agn.2. Mais alors, on peut appliquer & Aqny7, Aqnis et Agnio les raisonnements tenus sur Az, Ay et As
pour aboutir aux mémes résultats.

Le résultat est démontré par récurrence.
1
b) Soit n € N*. Il existe « et 3 dans [0, 1] tels que 0 < o < = < B < 1 tels que la fonction |[Azn| est décroissante sur [0, &,

1 1
croissante sur {oc, z] , décroissante sur [z, [3} et croissante sur [f3, 1]. Donc
1 1
Aon AR (M p =Max 1 [aznl, { 1— 2n—1 laznl) ¢ = laznl.

1
Ensuite, d’aprés la question ITI.A.1)b), Max|Azn+1(x)] = Max|Azn41(x)|. Soit alors x € [O, E} D’aprés I'inégalité des
x€(0,1] x€[0,3]

Max|An (x)] = Max {|Azn(0)|,
x€[0,1]

Ainsi, Vx € [0, 1], |Azn (x)] < |aznl.

accroissements finis,

1 a
Azt (00 = 1Azn1 () = Az 10)] < b — O1SuplAgy 0] < 3SuplAsg ()] < 12221
x€[0,7] x€[0,%]
Ainsi, Vx € [0,1], |Azni1(x)] < &ZM'
% ‘a2n|
Vi€ N,V € 0,11, [Aon ()] < fazal et Ao ()] < 922

ITI1.B - Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
II1.B.1) a) Montrons le résultat par récurrence.

e Une intégration par parties fournit :

1 1
£(1)—£(0) :J AL (1) dt = [A, (t)f’(t)]é—J AVDF" (1) dt = Y (—1)* [Aj(t)f“)(t)}]ﬂ—n‘J Ar(BF (1) dt,

0 0 01 0 0
La formule est donc vraie quand q = T.
q . 1 1
e Soit q > 1. Supposons que (1 Z 1)+ [ ; )fm(t)}o + (—1)qJ Aq(t)fl9t1)(t) dt. Une intégration par
0

—_

—.

parties fournit

= [Aq+1 (t)f(q“’(t)}; — J Age1(OF9T2 (1) dt,
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et donc

L’égalité est démontrée par récurrence.

b) Soient p > 1 puis q = 2p + 1. Puisque Vk > 2, A (1) = Ax(0) = ax et Yk > 1, Azk+1(1) = Azi1(0) = 0, on obtient

2p+1 1 1
(1) =10 = 3 (1% [A0f 0] = | Az (072742110 ar
P 0
J 2p+1 1
= A1 (MF'(1) - ) + Z (A (DY (1) = A;(0)9)(0)) —J Azpr1 (D)FPPF2) (1) dt
0
= 1({’ ) + i )5+ ay; (2 (1) = £2)(0)) — J] A (t)f2P+2) (1) dt
7 1 o 2p+1
=
L 3 (2)) ] (2p+2)
= 2710+ (00 = 3 a1~ 20) - |, Az e
II1.B.2) Soient n € Net k>n
) 1
Flk+ 1) — 0 = (1) — F(0) = Z(FL(0) + FL( Z ay (57 (1) = £2)(0)) — L Azpr (DR (1) dt
R L)) ia Dk+1) - J(k))—r/\ (FPPH2) (¢ + k) dt
= 7 g 2] 0 2p+1
1 P ) ) k+1
=5 (F)+(k+1) - > ay(fP) (k4 1) — £ (k) — J Azpi1(u—K)FFPT () du
? k

1

)

k+1
(f'(k) + ' (k+1)) — azj(f(zj)(k—f—])—f(zj)(k))—J ' Ay (DFPPH (1) dt (1)
k

I\/I'd

1

—.

Puisque f tend vers 0 quand x tend vers +oo, la série télescopique de terme général f(k + 1) — f(k), k > n, converge et
+oo

D (f(k+1) — (k) = —f(n).

k=n

De méme, pour tout j > 1, la série télescopique de terme général f(23) (k 4+ 1) — £(%1)(k), k > n, converge et

+o0o

> (FP (k1) = 3 (k) = —FP)(n).

k=n

Ensuite, d’aprés la question II1.A.3)b), en notant €2, le signe de la fonction f(2P+2) sur [n, +ool,

k+1 |
< J A3, (E— KPP (1) dt < expy 2 J £2p+2) (1) at
k k

k+1
J Asy o (t—TK)FEPH2) (1) dt 5
k

a
= eap 2 2L (12 4 1) — 2041 19,

Puisque la série télescopique de terme général f(2P+1) (k 4 1) — f(2P+1)(k), k > n, converge, la série de terme général

k+1
J Adp i1 (t—TK)f (2P+2)(t) dt est absolument convergente et donc convergente.
k

Enfin, la série de terme général f'(k), k > n, converge en tant que combinaison linéaire de séries convergentes.
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En sommant les égalités (I) pour k variant de n & +o00, on obtient

1 +oo P . +oo
—fn) =5 ) (Fl)+F(k+1)+ Y ay(fP(n) - J Ay (DFPPH) (1) dt
k=n j=1 n
1 +oo 1 +oo P . +oo
=5 fk+3 Y R+ ) ay(fP(n) —J As, o (DF2PF2) (1) dt
k=n k=n+1 j=1 n
] “+o0o P . —+00
=—5f'(n) + > )+ ) ay(fP(n) —J Asp 1 (OFFPF2 (1) dt,
k=n j=1 n
et donc
De plus,

+o0

k+1
J Asp 1 (OFFPH2) (1) dt

k=n

+o0o
a

<Y eapea @22l ey - g2 i)

k=n

lazyp|
= Tp£2p+2(_f(2p+])(n))

a
= |Tm|f(2p+])(n)| (car ezp+2(—f(2p+”(n)) est nécessairement positif).

+oo
J Ap 1 (D272 (1) dt‘ < @\f(zw”(nn.

n

II1.B.3) Soit p > 2. Soit n € N*. La fonction f de la question 1.B.2) vérifie les hypothéses de la question II1.B.2). On
peut donc lui appliquer la formule précédente et on obtient

+o00 1 400
Rula) =) o= fk
k=n k=n
1 (= e (2p)
et e - L e+ [ AL 0 ar
(—1)ne—1 ' 2n« Z ) n 2p—1

p1 +oo
= —(aof(n) + ar1f’'(n) + ) azf¥)(n)) +J Az, (DFPP)(1) dt
=1 "

Foo 1
. . o N * (2p) _
avec, par identification a la formule de 1.B.2), Jn Adp_1 (BFP(1) dt T (0] (7n21’+“—] >

Partie III - Complément sur l’erreur

IV.A - Encadrement de l’erreur

IV.A.1) Soit n un entier naturel impair. D’aprés la question III.A.1)b),

0

1 1/2 1 1/2
J An(t)g(t) dt :J An(t)g(t) dt—i—J An(t)g(t) dt:J An(t)g(t) dt—J An(T—u)g(l —u) du
0 0 1/2 0 1/2
1/2 1/2 1/2
:J An(t)g(t) dt+J (1" An(D)g(1 — 1) dt :J An(t)(g(t) — g(1 1) dt.
0 0 0
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Pour tout réel t de [O, %}, onag(t)<g (%) < g(1 —1t) (car g est croissante sur [0, 1]) et donc g(t) —g(1 —t) < 0.

1
e Sin =1 (mod 4), d’aprés la question I1I.A.3)a), la fonction A, est négative sur [O, z} et donc pour tout réel t de

1

 An(D)(g(t) — g(1— 1)) > 0 puis L An(t)(g(t) — g(1— 1)) dt > 0.

0,

N —

e Sin =3 (mod 4), la fonction A, est positive sur [O, %] et donc pour tout réel t de {O, H, An(t)(g(t)—g(1—1)) <0

1
puis | An(t)(g(t) —g(1—1t)) dt <O.
0

IV.A.2) Soient p € N* et n € N*.

n—1
gn,4p(oc) = k1_°‘ — (aof() + a1f'(n) +...+ a4pf(4p)(n))
k=1
— S(0) — Ru (o) — (@of(1) + arf(n) + ... + agp F*P) (n)) = S(ot) — Jm Aj 1 (OFP () at

et donc

+oo
S(00) = Sap o) = | Ayr (0F (1)

Maintenant, les dérivées d’ordre pair de f sont négatives et croissantes sur ]0,+oo[. D’aprés la question précédente,
S(a) = Snap(ax) > 0 et donc Sy 4p(0r) < S(a).

De méme, S(ot) — Sn gp42(x) = J Adpi3 (t)f4P+4) (1) dt < 0 et done S(a) < Sn,ap+2(x) ou aussi en remplagant p par
n

P— ]a S((X) < Sn,4p72((x)-

Vp € N*7 Vn € N*7 §‘rl,él]a((x) < S(O() < Sn,4‘p+2((x) et gn,4p((x) < S(OC) < Sn,4p—2(oc)-

0 0 < S(a) — Snap(@) < Snapi2() = Snap(@) = —(asp 1 f@PT (M) + aap 2P+ (M) = —agp2f P+ (n) =
|agp2lf4P T2 ().

© 0 < Shap_2(ax) —S(a) < Snyap—2(a) — Snyap (&) = (@ap—1 FHP7 (M) + asp fUP) () = aupfP) (M) = |aspl[f4P) (n)].

Mais alors, dans tous les cas, ‘S(oc) — Snyzp(oc)‘ < \a2p+2||f(2p+2)(n)\.

vp € N*, vn € N*, |S(«) — sn,zp(oc)] < lazp2f2PT2 (n)).

~ 1 2x3x4x5x6x7 1
V.A. — < (6) — — 10716 <1017,
IV.A 3) ‘8(3) 8100,4(3” S ‘Clg”f (]00)‘ 22 % @l 7% ]008 ]210 RS 10

IV.B - Séries de Fourier
IV.B.1) Soit p € N*.

X+ 271 X+ 271 X X X X X X ~ ~
1 . — = — — | — = — —_ | — — = — — [ — 2 = .
e Soit x e R = [ = ] +1 [ + 1] 7 +1 {Zﬂ} 1 7 {Zﬂ} et donc Ay (x +2m) = Ay (x)

Donc la fonction A, est 27-périodique.

e La fonction Ap est continue sur [0, 27t[ et de plus, AP(ZTF) =A,(1-) = A,(1) € R. Donc la fonction Ap est continue
par morceaux sur [0, 27t] puis sur R par 27-périodiciteé.

Vp € N¥, KP est 27-périodique et continue par morceaux sur R. I
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IV.B.2) Soit p € N* et n € Z.
=N 1 27 . 27t x . dx
An)=—| A,xei™dax=| A (—) —inx &X
p(n) 27 JO plxje dx L P \27) € 27

1
[ Agtte e a
0

0
Ap(n) = — f (1) (e 2y P g
PR (22inm)p T J TP
_ 1 1P 1A —2inmt) (P+T) d
= Gine T x (=1) , p(t) (e ) t
— 1 —2inmt __ 0 + . (_])J |:A(t) ( 72in7-[t)(j):|] (d, 5s 1: i IIL.B 1) ))
= W (4 e o j (4 0 apres la question b.l)a
_ 1 1 2inmey (MY 1 —2NT i 0y 1
N (ZimI)P”( R {A](t) (e ) }o T (2inm)pHT x 2 (e +el)= (2inm)p”
x A % A _ 1
VpeN*, A, (0)=0et Y n e Z*, Ap(n) = _(Zimr)P'
IV.B.3) Soit p € N*. La fonction A, est de classe C! sur [0, 27t[ et pour x € [0, 27| A’ (x) = LA' (1) = LA 1 (i)
e ’ P ’ L 2 P\ 21 2P\ 2/

Mais alors, KP est de classe C! par morceaux sur [0, 271] puis sur R par 27-périodicité.

~ 1 ~ ~
D’aprés le théoréme de DIRICHLET, la série de FOURIER de A, converge en tout x réel vers Z(Ap (x7) + Ap(x™)).

IV.B.4) Soit p € N*. Alors, 2p > 2 puis Rzp (07) = Rzp (2 ) = Axp(17) = Agp(1) = A2 (0) (d’apres IIILA.1)c) et car
1~ -
2p > 2). Donc ZAZP(O*) + A2p(07)) = A2p(0) = azyp.

D’aprés la question précédente,

o ] 1 2y 1

. o inx0 _ _ — =

azp = A2p(0) = T%Z/Z\zp (n)e = n§* 2inmZ  (2inm)2p (2im)2p HZ:] nzp
1

375 Ty 2P

— (_”p+1

¥p € N*, azp = Azp(0) = (—1)P+!

IV.C - Comportement de l’erreur

IV.C.1) Soient 1 et p deux entiers naturel non nuls.

22p—1,2p (—a)(—ox—1)...(—x—(2p))

2+2)(n)| | SEp+2) e i2p (4 2p) (ot +2p — 1)S(2p +2)

azp2f!
azpf(zp) (n)

Cx)—a—1)...(—a—2p-2) | An2n2S(2p)
nx+2p—1

‘ S(zp)22p+17-[2p+2

IV.C.2) Soit n € N*. D’aprés la question 1.4.3), pour « > 1, 1 < S(a) < 14 et donc lim S(«) = 1. Par suite,

X — x—-+00
azp2f2PH2) (n) _ (a4 2p)(x+2p—1)S(2p +2) p’
a2y F2P1 () AnZr2S(2p) oo N2
f(2p+2) .
puis lim 42p+2 5 ) _ +o00. En particulier, la série numérique de terme général a;f(?)(m), j > 1, diverge
p—too | az,f2P)(n)

grossiérement. Ainsi, & n fixé §n‘2p (), la suite gnyzp(oc), p € N*, diverge.
Si on prend p grand, pour obtenir une bonne approximation de S(«), on doit prendre n grand.
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