SESSION 2010

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE MP

Partie I - Préliminaires géométriques
LA -

I.A.1) Vérifions que 11 C 7. Soit z € 7y. Il existe trois réels positifs «, B et vy tels que a + p+v = 1 et z =
bar{0(«), 1(f),1(y)}. Mais alors par associativité de la barycentration,

z = bar{—1(«/2), 1(a/2), 1(), y)} = bar{—1(et/2), (/2 + B),i(v)} € T,

car les trois réels o’ = %C, B’ = %C + B et v’ =y sont trois réels positifs vérifiant &’ + B’ +v’' = «+ p +vy = 1. Donc
T1 C 1. De méme, si z = bar{—1(«),0(B),1(y)} € 1o

z =bar{—1(x), =1(8/2),1(B/2),i(y)} = bar{—1(x+ p/2),1(B/2),i{y)} € T
et donc Tp C 7. On a montré que To Ut C T.
Inversement, soit z € T. Il existe trois réels positifs «, f et y tels que a«+ f +v =1 et z = bar{—1(x), (), i(y)}.

e Si o < 3, on peut écrire

z = bar{l1{—«), 1(B), i(y)} = bar{1(f — «), i(y)} = bar{0(2«), 1(B — ), i(y)} € T1.

e Si & > 3, on peut écrire

z = bar{—1(«), =1(—B), i(y)} = bar{—1(x — B),i(y)} = bar{—1(a — B),0(2B), ()} € To.

On a ainsi montré que T C To U Ty et finalement que

T="ToUTy.

LA.2)

T=ToUT

To T1

I.A.3) a) Soient s la réflexion d’axe la droite passant par a et dirigée par €', s’ la réflexion d’axe la droite passant par
a et dirigée par 1 et 1 la rotation de centre a et d’angle 20. On sait que sos’ =1 et donc s =ros’.
Si on note z; I'image de z par s’ et z’ 'image de z; par r, on a

2/ —a=¢e?(z; —a)=e*%(z—a).

2/ —a=e’®(z—aqa).
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b) Il est connu que

c) D’aprés les questions a) et b), 'image z’ de z par la composée de la réflexion d’axe la droite passant par a et dirigée
par e'® et de lhomothétie de centre a et de rapport p est

z/ —a=pe’®(z—a).

On doit noter que puisque le centre de 'homothétie appartient a I'axe de la réflexion, I’homothétie et la réflexion com-
mutent.

e Déterminons les points invariants par ¢o. Soient (x,y) € R? puis z = x + iy.

1+ —1 41
bolz) =z & —zi_lZ—I— 2+1:z<:>(1+i)(x—iy)+(f1+i):2(x+iy)
. _ x4y =1
(:)(—x+y—1)+1(x—3y+1)—0(:){x3y_]
’ 11 ‘—1 1 ‘
-1 -3 1T -1
‘ 1 -3 ‘ 1 —3‘

Posons alors ap = —1.

T+i_ —1+i T+1 -1+ T+1 —T+1
r_ T2 - I S LS L —
z=— zZ+ 5 &z —ag <2 zZ+ 7 > (2 ao + 7 )

1
&z — ap = —em/“(z— ap).

V2

1
¢bo est donc la composée de 'homothétie de centre ap = —1 et de rapport — et de la réflexion d’axe la droite passant

V2
par ag et dirigée par /8.

e Déterminons les points invariants par ¢1. Soient (x,y) € R? puis z = x + iy.

T—i 1+4i
br(z) =z &tz L1

=z& (1-1)(x—1iy) + (1 +1) = 2(x + iy)

2 2
o o _ x+y=1
& (—x—y+1)+il—x 3y+1)_0<:>{x+3y:1
11 11
1 3 11
S x = T ety:ﬁﬁx:hety:O(:}z:L
EEI
Posons alors a; = 1.

1-—1 141 1-—1 1+1 1—1 —141
o = I — =~ ) — ai
z—zz+2(:)z ao<zz+2)(2a1+2>

1T
sz —a=—e 4z —a)).

V2

1
®1 est donc la composée de 'homothétie de centre a; = 1 et de rapport — et de la réflexion d’axe la droite passant par

. V2
a; et dirigée par e /8,
e Soit k € {0, 1}. Supposons que ¢y = hi o sy ol hy est une homothétie de centre a € C et de rapport p > 0 et sy est une
réflexion d’axe passant par a. L’image z’ de z par ¢y vérifie donc z’ — a = pe?'®(z — a).
Puisque ¢i(a) = hyosi(a) = a, a est nécessairement a;. Ensuite, puisque p > 0, pour z # a, on a nécessairement

T+1| .
ZI _a > sik=0 1
p=|0—=—|= 125 = ——. Par suite, hy est nécessairement ’homothétie de centre ayx et de rapport —
(z-a “Hgk=1 V2 V2
2

puis sy est nécessairement hy o . Les décompositions de ¢o et ¢1 sont donc uniques.
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I1.A.4) &o et ¢y sont des applications affines. On sait alors que, pour k € {0, 1},

dr(T) = {dx (bar{ale), b(B),c(v)}), (&, B,v) € K} = {bar{dpr(a)(et), P (b)(B), dr(c)(v)}, («,B,v) € K]

—

— du(a)Pr(B)dr(c).
o Go(—1) = —1. do(1) = i et doli) = eri(fi) + *12“ — 0. Done do(t) = 101 = To.
o o1(=1) =1 $1(1) =T et 1 (1) = 15 (1) + 1o = 0. Done olt) = 0TL =71,

Go(T) =710 et Pp1(T) =T7.

I.B - (Diamétre d’un triangle plein)

I.B.1) a) Puisque R? est de dimension finie sur R, on sait que toutes les normes sur R sont équivalentes. On munit alors
R3 de la norme || ||;.

Les applications ej : (o,pB,y) — &, e5 : (o,B,v) — B, ef : («B,y) — xet e = e +e5+ e} sont quatre
formes linéaires et donc sont continues sur R3 puisque R> est de dimension finie sur R. Donc les quatre ensembles
Er = {(«,B,7)/ o > 0} = (ej) ([0, 400l), E2 = {(,B,7)/ B = 0} = (e3) ([0, +o0l), E5 = {(ot, B,¥)/ v = 0} =
(e§)‘1 ([0,400[) et E = {(,B,V)/ x+ P +7v =1} = e '({1}) sont quatre fermés de R3 en tant qu’images réciproques
de fermés de R par des applications continues sur R3. Mais alors K = E; N E2 N E3 N E est un fermé de R3 en tant
qu’intersection de fermés de R3.

D’autre part, V(e B,v) € R3,
1, B, V) =led + 1Bl + VI =a+B+y=1<1.

Donc K est une partie bornée de R3.

En résumé, K est une partie fermée et bornée de R3 et donc un compact de R3 d’aprés le théoréme de BOREL-LEBESGUE.

K est un compact de R3. I

b) Soient u = (o, B,y) € Ket v=(a’,B’,v') € Kpuis t € [0,1]. Alors tu+ (1 —t)v = (ta+ (1 —t)a/, tp + (1 —t)B/, ty +
(1 —1t)y’). Les trois réels «” = toe+ (1 —t)o/, B” =tp + (1 —t)B’ et y” =ty + (1 —t)y’ sont trois réels positifs tels que

o B Y =tat By (1 -t By ) =tk T -t =1,

et donc tu+ (1 —t)v € K. On a montré que

K est un convexe de R3. I

c) Soit P : R3 — C . est une application R-linéaire et P(K) = abe.
(OC)BaY) = oa+ Bb +vc

e 1 est affine et K est convexe. Donc P (K) est convexe.
o 1 est continue sur R3 car linéaire et K est compact. Donc 1(K) est compact.

En résumé, abe = P(K) est un compact convexe de C.

(Tb\C est un compact convexe de C. I

d) Soit A: C* — R . A est continue sur C? car composée de I'application (z,z’) — z’ — z continue sur C?
(z,2") = |2/ —2
(car R-linéaire) et de I'application 1 + [u| continue sur C. Puisque A est continue sur C? & valeurs dans R, on sait que

2 —
sur le compact abc , A admet un maximum. On en déduit 'existence de & (abc).

1.B.2) a) Soit z € C. Soit 2z’ € abe. Tl existe (o, B,v) € Ktel que z’ = cxa+pb+yc. Posons m(z) = max{|z—al, |z—b|, |z—c][}.
Supposons par exemple m(z) = |z — a| sans perte de généralité.

z—z'| =[x+ B +v)z— (a + Bb +vc)| = |x(z—a) + B(z—b) +v(z — ¢
<oalz—al+Blz—bl+vlz—c| < (x+ B +v)m(z) =m(z),
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avec égalité effectivement obtenue quand z’ = a. Donc

vZecﬂmm{uh—mz'eai}znmﬁ&—amz—buz—d}

b) Posons M = max{|b — c|,|c — a|,|a — b|}. Pour z=aa + b +vc, («, B,y) €K, on a
z—al=lala—a)+B(b—a)+y(c—a)l<aa—al+Bb—al+ylc—al < (x+p+yYIM=M,
et de méme |z —b] < M et |z— c¢| < M. On en déduit, avec les notations de la question précédente, que

Vz € abc, m(z) < M.

2
Mais alors, pour (z,z’) € abe , |2/ — z| < m(z) < M avec égalité effectivement obtenue quand z et z’ sont deux des trois

points a ou b ou ¢ tels que |z’ — z| = max{|b — ¢/, |c — a|,|a — b} (les points a, b et ¢ sont bien dans abe car par exemple
a=1la+0b+ 0c). Finalement

5(&%):nmﬂw4cucfamafw}

1.B.3) Pour n € N*, posons an :M Gr,0...00, (a), by =br, 0P, 0...00 (b) et cn =y, 0Py, 0. 0Dy, (c).
D’aprés la question I.A.4), Ty = anbncn.

Unicité. Soient z et z’ deux nombres complexes appartenant a ﬂ Tn. Alors, pour tout n > 1, z et z’ sont dans T,, et
n>1

1
puisque ¢g et ¢ sont des similitudes de rapport —, pour tout n > 1 on a

V2

~ 1 n 1 n
2" — 2| < 8 (Tn) = max{|bn — cnl,lcn — anl,lan —byul} = <ﬁ) max{|b —cl,[c — al,la —bl} = (ﬁ) ().

Quand n tend vers +oo, on obtient |z’ — z| = 0 et donc z = z’. Ceci montre I'unicité d’un point commun a tous les T,.

Existence. D’apreés la question 1.4.A), ¢o(T) C T et ¢q(T) C 1. Mais alors pour n € N*,

:fn-H = d)rl o d)rz ©0...0 d)r“ (¢T11+] (1)) C d)h © d)rz ©...0 d)rn (T).

Ainsi, la suite (Tn)nen de compacts d’aprés la question 1.B.1)c), décroissante pour l'inclusion. Pour chaque n € N, on
choisit alors un élément z,, dans T,,. La suite (zn, )nen est une suite d’éléments du compact T. On peut donc en extraire
une sous-suite convergente (Zg(n))nen dont la limite z est un élément de .

Soit n € N*. Pour p > 0, on a @(m+7p) > @(n) > n et donc zy(n4p) € Tn. La suite (Z(P(n+p))p€N est donc une suite
d’éléments du compact T, et converge vers z. Un compact étant fermé, on en déduit que z € T. Ainsi, z est élément de

chaque T, et donc élément de ﬂ Tn.
neN*

Partie II - Construction de Uapplication f

II.1) Soit f une application affine de [0, 1] dans C. Il existe deux complexes « et  tels que Vx € [0, 1], f(x) = ax+ 3. Les
égalités f(0) = —1 et f(1) = 1 sont équivalentes & § = —1 puis & = 2. Donc

Vx € 0,1], fo(x) =2x — 1.

1
11.2) Soit g € €. L’application x — g¢g(2x) est continue sur [O, z] a valeurs dans C et l'application ¢o est continue sur
C en tant qu’application affine. Donc I'application x — ¢o(g(2x)) est continue sur [O, ﬂ ou encore Tg est continue sur

[O, %} . De méme, Tg est continue sur ] %, 1} . Enfin,

1
i, Tolx) = 1 (9(0)) = 1 (1) = i = bo(1) = dofol0) =Ta (3 ).

xX— 3

Donc Tg est continue en % et par suite sur [0, 1]. D’autre part, Tg(0) = do(g(0)) = do(—1) = —1 et Tg(1) = d1(1) = 1.
Donc Tg € €.
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Vge &, Tgef. I

1 1
I1.3) Soit (g1,92) € 2. ¢ est ¢y sont des similitudes de rapport ﬁ Donc Y(z,2') € C?, |po(z') — do(z)| = ﬁ\z’ —z]

et |[d1(z') — do(z)] = %z’ —z|. On en déduit que Vx € [O, ﬂ,

ITg2(x) — Tg1 (x)| = [do(92(2x)) — dol(g1(2x))| = \/—\QZ(ZX)—QM (2x)] \/—||92_91Hoo

1 1
De mé =11, [T —T < —
D’autre part, Papplication |g2 — g1| est continue sur le segment [0, 1] est donc il existe t € [0, 1] tel que |g2(t) — g1 (t)| =

1
2 — 01]le et finalement, ¥x € [0, 1], [Tg2(x) — Tg1 (x)| < ﬁl\gz — 91]loo-

1], on a [Taz(x) — Tgy (x)] = \/Lz|92(2><) —g1(20)| = \iﬁgzm i) = ]7||92 — 1.

t
llg2 — g1lleo - Pour x = 5 € [O,

2
1 .
En résumé, Vx € [0, 1], [Tg2(x) — Tgq (x)] < \ﬁllgz — 91l €t Txo € [0,1]/ [Tg2(x0) — Tg1(xo)l = \ngz 910 Ceci
1
montre que ||Tgz — Tg1||leec = —= — o0
que || Tg2 — Tg1 || \/ZHQZ g1

1
V(g1,92) € €%, |Tg2 — Tg1|ee = ﬁ”gz — 91 ]|oo-

I1.4) a) Pour tout entier n, on a f, = T"fy. D’aprés les questions II.1) et I1.2), on montre par récurrence que chaque
fonction f,, est dans £. D’autre part, fo est & valeurs dans T et si pour n > 0, f, est a valeurs dans T, alors f,11 = Tf,
est & valeurs dans T car ¢o(T) C T et ¢p1(T) C T. On en déduit que Yn € N, ¥x € [0,1], [fn(x)| < 8(1) = 2 et donc que
YneN, [[falleo < 2.

Pourx € [0,1] et n € N*, d’aprés la question I11.3)

[fni1(x) — fr(x)] = [Tfa(x)) — Tfa_1( HTf — Tfn_1 Hoo = ”f fno 1HOO’
\/_
et donc Yn € N*, ||fr11 — frlleo < \/_Hf frne1lloo-
T\" T\"
(0] déduit vneN, [far1 —frlleo < [ — f1 —folleo <2 —= ] .
1w en deduit que TN (ﬁ) 1 — fol (ﬁ)
Soient alors (n,p) € N x N* et x € [0,1].
n+p—1
[frip(x) = fr(¥)] < [[frp — fulloo = Z (frr1 — i)
k=n %)
n+p—1 n+p—1 1 k
< f —filloo <2 —
3 <2 3 ()
+o00 k n n
<3 (7)) 2(5) a5 (5)
2\ i) 1 via\a
V2
2V2 T\" 2V2 T\"
Soit ¢ > 0. Soit x € [0, 1]. Puisque lim ) =0, il existe ng € N tel que pour n > ng, ——— (—) <e€
el == | o5 0 que p o 53\

Mais alors, pour n > ng et p € N*, [fn1p(x) — fn(x)| < €. Ainsi, pour chaque x € [0,1], la suite numérique (fn(x))nen
est de CAUCHY et donc converge vers un complexe noté f(x) car C est complet. On a montré que la suite de fonctions
(fn)nen converge simplement sur [0, 1] vers une certaine fonction f.

Montrons que la la suite de fonctions (f;,)neny converge uniformément vers f sur [0,1]. Pour x € [0,1] et (n,p) € N*,

2 n
on a |fnip(x) — fr(x)] < \/_\/—] (\}_) . Quand p tend vers +oco a x et n fixés, on obtient Vx € [0,1], Vn € N,
V2 < 1 >“ V2 < 1 )"
flx) —fn(x)| < —— [ — et donc Vn €N, |[f —fn|l.o < —=—— ( —= | . Par suite, lim ||[f—f,|| =0 et donc
e I =falle < 2 (5 im [

la suite de fonctions (f, )nen converge uniformément vers la fonction f sur [0, 1].
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Puisque chaque fonction f,, est continue sur [0, 1] et que la suite de fonctions (f;)neny converge uniformément vers la
fonction f sur [0, 1], la fonction f est continue sur [0,1]. De plus, f(0) = hI}_l fa(0) = lim —1 = —1 et (1) =
n— -+oo

n— —+oo

lim f.(1)= lim 1=1. Finalement, f € £.
n— +o0 n— +o0

1
bo(fn(2x)) six € [O, ]
b) Soit x € [0, 1]. Pour tout entier n, on a fr41(x) = T(f(x)) = 1 . Par continuité de ¢pq et
1 1}
2,

O1(fn(2x—1))six €

TNY

do(f(2x)) six € [O, %]

1 = Tf(x). Donc Vx € [0, 1], Tf(x) = f(x).
d)ﬂf(ZxU)sixE}z,q

&1 sur C, quand n tend vers 400 on obtient f(x) =

Tf = f.

¢) Montrons par récurrence que Vx € [0,1], Vn € N, —f, (1 —x) = f,,(x).
e C’est vrai pour n =0 car Vx € [0,1], —fo(1 —x) = —(2(1 —x) — 1) =2x — 1 = fp(x).
e Soit . > 0. Supposons que Vx € [0,1], —f, (1 —x) = f,.(x).

. 1 1
Sixe [O,Z}, alors T —x € [2,1} et

o (T30 = Tl %) = i (2T %)~ T)) = — 2T (T~ 2+ o
= %fH(ZX) + — 2+ v (par hypothése de récurrence)

= $o(fn(2x)) = Tfn(x) = fnii(x)

et six € 1 1
1 2’ )

(=% = —Th(T =% = —Go (20— = —— iz =2 +

2
= 1 (22 20) 4 10 = (26— 1) = Tha () = fa (0)

On a montré par récurrence que Vx € [0, 1], —f,, (1T —x) = f(x). Quand n tend vers +oo, on obtient

vx € [0, 1], f(x) = —f(1 —x).

1
Ainsi, 'image par f de deux réels de [0, 1] symétriques par rapport & = sont des complexes symétriques par rapport & I'axe

des ordonnées et en particulier, pour obtenir le support de I’arc paramétré x — f(x), on construit la portion de courbe

1
obtenue quand x décrit [O, 7 puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Oy).

Partie III - Propriétés de f

ITI.A - Image de f

T 1
II1.A.1) a) Pour tout entier naturel non nuln, ona 0 < 2_171 < I Comme 7 est le terme général d’une série géométrique
T
convergente, on en déduit que la série de terme général —z, n € N, converge vers un certain réel noté x. De plus,
+o00 +00
T™h 1 1 1
0<x=) 50<) so=53x—7=1I
n=1 n=1 1——

b) Montrons par récurrence que Vp € N*, f(x) = ¢y, o dr, o... 0 b (f(xp)).
e Vérifions tout d’abord la proposition quand p = 1.

+OOT‘ : +OOT‘ : +OOT' "
n+ n+ n
X1 = o =2 2n+1:2 z—n:2(x—?):2x—r1.

n=1 n=1 n=2
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1 1
Maintenant, si v1 = 1, alors x = X]; € [2,1 .

-sit; =0, alors x = % € O,% (car x1 € [0,1]) et by, (f(x1)) = do(f(x1)) = do(f(2x)) = Tf(x) = f(x).
-s8im :1,alorsx:xl+] € BJ} etdeplusx:%@aq =0.

Six €| 301]. 0 (F0611) = 01 (l30) = 0 (1125 1)) = Tr(x) = T

Six= l, x1 =0et ¢r, (f(x1)) = P1(f(0)) = lim d1(f(2t—1)) = lim Tf(2t—1) =Tf (1> =f <l)
2 t— 17 t— 17 2 2

Ainsi, dans tous les cas, f(x) = by, (f(x1)).

e Soit p > 1. Supposons que f(x) = ¢r; o dr, o...0 Py, (f(xp)). En appliquant le travail précédent au réel x,,, on obtient

d)rp+1 (f(xp+1 ) = d)rp“ (f(zxp - Tp)) = f(xp) et donc f(x) = d)r] o (brz ©...0 d)rp © ¢rp+1 (f(xp+1 ).

On a montré par récurrence que

¥p € N, f(x) = by, 0 br, 0. 0 dr, (F(xp))-

II1.A.2) a) Soient x € [0,1[ et n € N*. Soit k = 2" 'x]. On a k < 2" 'x < k + 1 et donc 2k < 2™x < 2k + 2 puis
2™x] =2k = 212" "x] ou [2™x] = 2k + 1 = 22" 'x] + 1. Par suite, rn(x) = 2™x] — 2[2" %] € {0, 1.

Vx € [0,1], Vn € N*, r.(x) € {0, 1}.

b) Soient x € [0, 1] et N € N*.

Dorax) oo /2" My
Z Zn :Z(Zn - anl )

n=1 n=1
CRNY 2% lescont
=S8N T (somme télescopique)
2Nx] 2Nx]
= ZN —[X]ZZ—N (CarXE[O,]D.
2Nx —1 2N 2N
Maintenant, x — N = ;N < [ ZNX] < 2—NX = x et quand N tend vers 400, le théoréme des gendarmes permet
N
2N
d’affirmer que Z rzgx) = [ZNX] tend vers x.
n=1

1 k
c) Soit x € Z [z] N[0, 1[ 1 existe (k,p) € N? tel que x = 7 Mais alors pour n >p = N,

Tn(x) = 2™%] — 22" Tx] = [k2"P] — 2[k2" P 1] = k2P — 2k2n P T = 0.

Vx € Z [%], IN e N*/vVn >N, r,(x) =0.

@ (3) =7 (5) oot =oom =tect (7) =11 (3) =00 (1) ) = oot =0

1
On a vu que ¢9p = soh =hos ou h est '’homothétie de centre —1 et de rapport ﬁ et s est la réflexion d’axe passant

par —1 et dirigé par e'/8. Puisque h et s commutent, on a d)(z) =h?s2 = h? et ¢po o o est 'homothétie de centre —1 et

1
de rapport 7 On note H cette homothétie.
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1 1
Soit k € N. Si k =0, f(z—k) =f(1)=0etsik=1, f(§> =1
_ 1
Supposons dorénavant k > 2. Posons x = 7K de sorte que T (x) =1 et 1, (x) = 0 pour n # k. Alors, x,_1 = r1+(+1) =5
puis d’aprés la question I1.A.1)b),
1 1 k-1 ;
f 7k =f(x)=¢r,0...00_, (flxk—1)) =doo...0odo [ f 5] ) =®o (i)
k—1
Donc, pour p € N*,
) = 2P () = HP () = T4+ (it 1)
s2pr7 | = b0 (1) = i) = T ,
ce qui reste vrai quand p = 0. Puis pour p > 1,
£ L) = 2 (i) = HP T o o) = HP1(0) = —1 4 = (0 + 1) = —1 4
2 ) =P W= °dolt) = =Tt 570+ =-1+>,
ce qui reste vrai quand p = 0.
TI1.A.3) a) Soit x € [0, 111 Z H
Six=1,alors f(x) =1€T.
Tn(x)

Sinon, x € [0, 1] et d’apreés les questions I11.A.2)b) et III.A.2)c), il existe un entier naturel non nul N tel que x =

n=1

mn
D’aprés la question II.A.1)b)

f(x) = v, 0.0 dry (F(XN)) = dry 0.0 Py ((0))

= ¢r, O---Od)TN(_f(]
:¢)T‘] o"‘od)TN(*])

1

b) On rappelle que f(1) € 7. Soit x € [0,1[. La suite (Yn)ney- = (Z r?zc)) est une suite d’éléments de
NeN+

)) (d’apreés la question 1I.4.c))
S :EN (@

Dans tous les cas, f(x) € T et on a montré que

n=1
1
0,11NZ {—} convergeant vers x et telle que YN € N*  f(yn) € 1. Puisque f est continue sur [0, 1] d’aprés la question

2
I1.4.a),

=) =t e

Mais T est un compact d’aprés la question I.B.1.c) et en particulier T est fermé. On en déduit que T = T et donc que
f(x) € T. On a montré que Vx € [0, 1], f(x) € T et donc que

f([0,1]) C T

IIT.A.4) Soit z € T.
a) ¢o et ¢ sont des similitudes de rapport non nul et en particulier des permutations de C. D’aprés la question 1.4.A),

dy ' (to) =Tet ¢y (1) =T

® zp = z existe et appartient a T.
e Soit 1 > 1. Supposons que z,,_ 7 existe et appartienne a T. Alors si z, 1 € Tg, Zn = (1351 (zn_1) existe et appartient
ATetsizn 1 €Ty, 2Zn = (1)1_1 (zn_1) et appartient & T.
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On a montré par récurrence que pour tout entier naturel n, z,, existe et appartient a T.

mneN, z, €. I

b) Pour chaque entier naturel non nul N, on a zn_1 = ¢y (2n) et done z = Py, 0 Py, 0...0 by (2n) € Tn. D’autre part,

N
.
si pour N € N* on pose yn = Z z—z, la question ITI.A.1.b) permet d’écrire

n=1
f(yN) :d)T] Ood)TN(f(O)) :¢)T] o"'od)TN(i]) E%N

En résumé, pour tout entier naturel non nul N, f(yn) et z sont dans Ty . Maintenant, d’aprés la question 1.B.3), le diamétre

de Tn tend vers O quand N tend vers +oo et donc f(yn) tend vers z quand N tend vers +oo. D’autre part, yn tend vers
+00

.
X = Z 2—2 quand N tend vers +oo et puisque f est continue en x, on en déduit que f(yn) tend vers f(x) quand N tend

n=1
vers +o0o. Par unicité de la limite d’une suite, on en déduit que f(x) = z.

L’application f est donc une application de [0, 1] dans T, continue sur [0, 1] et surjective.

¢) Tout d’abord, pour N € N*,

+oo T N T +o0 . +o0 1 1 1 1
n n n
Z_H_Zz_n: z_n< Z z_n:2N+1X 1T~ N
n=1 n=1 n=N+1 n=N+1 _ W
et donc pour € > 0 donné,
+oo T N T 1 1
n n
n=1 n=1

Déterminons maintenant explicitement c])g1 et d)ﬂ.

T+1 —T+i 1—1 — T+i 2 —  T+1 —
— ! > — ! — li — / — o li 3
bolz)=2" & 3 zZ+ 5 =2 & > z=2z"+ > (:)Z—1i<z+ > )—(1+1)z +1
et
1—1 1+1 141 — =1+ 2 — 1—-1 —
) - — ! ) _ !l _ — A VY :
d1(z)=2" & 3 Z+ =2 & 3 z=1z"+ 3 (:>Z—1+i< 3 ) (1T—1)z'+1

Donc, pour tout complexe z, ¢o(z)~" = (1 +1)Z+1iet ¢1(z)"" = (1 —1)Z+1i. On note enfin que pour tester si un nombre
complexe z € T est dans Ty ou pas, il suffit de regarder le signe de la partie réelle de z.

Voici une fonction écrite en MAPLE qui prend en argument z et € et qui fournit une valeur approchée a € prés d’un
antécédent de z.

fonction :=proc(epsilon : :real,Z : :complex)

local Non,x;
x :=0;
if epsilon>=2 then N :=1

else N :=trunc(log2(1/epsilon))+1; fi;
For n from 1 to N do

if Re(Z)<=0 then Z :=(1+I)*conjugate(Z)+I

else Z :=(1-I)*conjugate(Z)+1 et x :=x+1/2"n; fi;
od;
return(x) ;
end;

N
.
Remarque. L’algorithme précédent suppose que la machine renvoie la valeur exacte de Z 2—2 Il peut étre amélioré en
n=1
AR € 1 €
supposant que la machine renvoie une valeur approchée de Z 2_171 a 5 prés et donc en choisissant N tel que N < 5
n=1
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II1.A.5) a) D’aprés la question IT11.A.2.d), f <411> = 0 et d’apres la question 11.4.c), f (2) =—f (;‘) =0="f <411> Donc

la fonction f n’est pas injective. I

b) Soit g une éventuelle bijection de [0, 1] sur T, continue sur [0, 1].

e On vérifie d’abord que si a et b sont deux points de T, ’ensemble des antécédents par g des nombres complexes éléments
du segment [a, b] est un segment de [0, 1].

Soient donc a et b deux éléments de 1. Pour A € [0,1], on pose w(A) = g~ ' ((1 —A)a + Ab) puis on pose I = u([0,1]) =
g~ "([a,b]). 1l ’agit de vérifier que I est un segment de [0, 1]. T est déja un fermé de [0,1] en tant qu’image réciproque
d’un fermé de C par une application continue et puisque I est borné, I est un compact de R contenu dans [0, 1]. Il reste &
vérifier que I est un intervalle. Pour cela, montrons que I’application u est continue sur [0, 1].

Soit A € [0,1]. Supposons que u ne soit pas continue en A. Il existe alors ¢ > 0 et (An)nen suite d’éléments de [0, 1]
convergeant vers A telle que Yn € N, [u(A) —u(A,)] > e.

La suite (u(An))nen est une suite d’éléments du compact [0, 1] et on peut donc en extraire une sous-suite (W(Ag(n)))Inen
convergeant vers un certain A’ € [0, 1]. Par continuité de g, la suite g(u(Agn)))nen converge vers g(A’).

Mais g(w(Apmn))) = (1 =Agm))a+Apn)b tend aussi vers (1 —A)a +Ab. Donc g(A’) = (1 —A)a+ Ab puis A’ = g '((1—
A)a +Ab) =u(A). En résumé, la suite (W(Ag(n)))nen converge vers w(A) ce qui contredit Vn € N, [u(A) —u(Apm)) = €.
Donc u est continue en A. Finalement u est continue sur [0, 1].

On en déduit que I'image par application continue u de I'intervalle [0, 1] est un intervalle de [0, 1] et finalement g~ ([a, b])
est un segment de [0, 1].

V(a,b) € 2, g~ '([a, b]) est un segment de [0, 1].

e On choisit alors a et b sur la frontiére de T, distincts et non situés sur un méme coté de 7. g~ ' ([a, b]) est un segment
[, B] = I contenu dans [0, 1]. Si &« = 0, puisque g est bijective, T\[a, b] = g([0, TI\[0, B]) = g(1B, 1]) et donc T est un connexe
par arcs en tant qu’image d’un connexe par arcs par une application continue (théoréme des valeurs intermédiaires). Ceci
n’est pas car a et b ne sont pas situés sur un méme coté de t. Donc & > 0 et de méme 3 < 1. Ceci signifie que g(0) et g(1)
sont situés a 'intérieur de T. Mais cette derniére situation est également & exclure car en prolongeant le segment [g(0), g(1)]
jusqu’au bord de T, on obtient un segment [a, b] dont ’ensemble des antécédents est un segment de [0, 1] contenant 0 et
1 et donc g~ '([a,b]) = [0, 1] ce qui est impossible. Finalement

Il n’existe pas de bijection continue de [0, 1] sur 7.

1
II1.A.6) a) On sait déja que d)é est ’homothétie de centre —1 et de rapport 7 De méme, d)% est ’homothétie de centre

1
1 et de rapport =. D’autre part, pour z € C,

2
Tri/T—i_ 141\ —1+i  (1T+i\?  1+il—i —1+i
doldr () = 2(2z+ 2)+ ; —(2)z+ AL
—inri
2 2’
. 1 .
$o o ¢1 est une similitude plane directe de rapport % =5 et d’angle arg (%) = g [271]. Son centre w est 'unique point
invariant de ¢g o ¢1. Or, pour z € C,
i i i —1+2i
d)OOd)](Z)_Z<:>ZZ+Z_Z®Z_2—1',®Z_ CH
o . 1 T —142i
do o @1 est la similitude plane directe de rapport ik d’angle 5 et de centre w = 5
Pour z € C,
T—i/T+i —T+1\ T4+i  (1-1\* 1+i1—i 1+4i
&1 (olz)) = 2<2z+ . )+2 —(2> Jlla, o
i +i
-T2 Y
et
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i i i
¢1O¢O(Z):Z@—ZZ+ZZZ®Z=2—H®Z=

1 s
®1 o do est la similitude plane directe de rapport 7 d’angle -3 et de centre w’ = B

On donne ensuite 'image de T par chacune de ces quatre transformations

—1 1 —1 1 —1 1 —1 1
o o do(T) b1 0 dr(T) o o P1(T) = dolT1) $1 0 dol(T) = d1(70)

b) Existence. Pour tout réel x de [0,1], f(x) € T et ¢r, o by, 0... 0 Oy, (f(xp)). On cherche donc & construire un réel

T T T
x € [0, 1] tel que x, =x et dont le « développement diadique » commence par 224 422 Leréel

2 22 v

T2 T T T2 T T /P

= (= 4+ = _P p _ j
X—(z+22+...+2p)+(zp+1+zp+2+...+22p)+...—ko<l]—2kp+j>

convient et le complexe z = f(x) € T vérifie

Unicité. Soiz’ € C tel que ¢p(z’) = z’. Alors

P
2 —2) = b(z) — d(2)| = (%) 2 —2),

1 P
etdonc (11— — z'—z|=0puis |z —z|=0carp > 1. Donc z’ = z.
(AN TR

La similitude ¢y, o... admet un point fixe unique élément de 7.

o dr,

+oo P .
¢) Le point fixe decbestz—f<z ( 2;%)))

k=0 \1=1
+o00 T
d) Soient z € T puis x € [0, 1] tel que f(x) = z. Il existe une suite (T )nen+ € {0, TV telle que x = Z 2—‘; (par exemple
n=1

+oo P
T
la suite (rn)nen fournie par l'algorithme de la question III.A.4)). Pour p € N*, posons y, = Z (Z kajﬂ') puis
k=0 \1=1
zp = f(yp). D’aprés la question précédente, pour p € N* donné, le complexe z,, est point fixe de ¢, o...¢y,. De plus,

pour p € N*,

+o00 P T +o00 1 1
_ ) _
x—upi—z( —zkp+j)< > 1oL

k=1 \1=1 k=p+1

Donc lim vy, = x. Puisque f est continue sur [0, 1] et donc en x
p—+oo

z—f(x)—f< lim yp) = lim f(yp)= lim z,.

p—+oo p—+oo p—+oo

Ainsi, tout complexe élément de T est limite d’une suite de complexes qui sont point fixe de la composée d’un nombre fini
d’applications ¢o et ¢1 et donc 'ensemble des nombres complexes qui sont point fixe de la composée d’un nombre fini
d’applications ¢o et ¢q est dense dans T.

II1.B - Dérivabilité de f
II1.B.1) Puisque f est dérivable en x, f(t) = f(x)+ (t—x)f"(x) 4+ (t —x)e(t —x) avec lim £(t —x) = 0. Puisque les suites
—x

t—x
(n)nen et (Bn)nen convergent vers x, on a donc

http ://www.maths-france.fr 11 © Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés.



nH:Jroo f (X)+ (Bﬂ_x)+(x_ocn) ’
avec
(Bn = x)(Brn—X) — (atn = X)e(otn = %) | _ ((Bn =) + (x — &) maxle(otn = )], le(Bn =)}
(B —x) + (x — an) h P o
= max{le(an —x)|,[e(Pn — %)} njoo 0

1

(car si u et v sont deux suites réelles convergeant vers 0, alors max{u, v} = = (u+v+u—v|) est une suite réelle convergeant

2
vers 0).
ore(x) e Ti(x) Dorx) w1
II1.B.2) a) Pour tout entier naturel non nul n, on a bien «,, = kzk < Z kzk =x< Z kzk + Z = Bn
k=T k=T k=1 k=n+1
+o00 1 1
et Bn—on = Z 7%= o > 0. De plus, les deux suites (an ) et (Bn) sont convergentes de limite x. D’aprés la question
k=n+1
L . L. f(Bn) — flan) /
précédente, si f est dérivable en x, [57 tend vers f’(x) quand n tend vers +oo.
n— &n

D’aprés la question I1.A.1.b), pour n € N*,

[f(Bn) — flan)l =

+o0 1
$ry 0.0y, <f< 2_k>>¢r1o~-~o¢rn(f(o))
k=1

1\" 2
- (ﬁ) (1) — £(0)] =

f —f n f —f
puis (ﬁf;i — oc(:(n) 12 =2 (\/z) TlH—-:—oo +00. Donc la suite (%) ne peut converger et f n’est
pas dérivable en x.
f n’est dérivable en aucun réel x de [0, 1[.
n +o0
: S 1 :
b) Si x =1, on adapte ce qui précéde en posant o, = Z 7K et Bn=1= Z 7k pour tout entier naturel non nul n. On
k=1 k=1
a toujours
f(Bn) —flan) | 2/(V2)"
‘ B an I A N
f —f
et de nouveau la suite (%) ne peut converger et f n’est pas dérivable en 1.
n— “Yn

f continue sur [0, 1] mais n’est dérivable en aucun réel x de [0, 1].
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