SESSION 2009

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE MP

Partie I - Questions préliminaires

I.1) La fonction TI' est continue sur [1,2], dérivable sur ]1,2[ et vérifie I'(1) = I'(2) = 1. Donc, d’aprés le théoréme de
ROLLE, il existe ¢ €]1,2[ tel que I''(c) = 0.
“+o0

1.2) T est deux fois dérivable sur ]0,4o0[ et pour tout réel x > 0, I'"(x) = J (Int)?e 1 dt > 0 (intégrale d’une
0
fonction continue, positive et non nulle). Donc la fonction ' est strictement croissante sur ]0, 400l et par suite strictement

positive sur Jc, +ool et en particulier sur [2,+o0o[. On en déduit que

la fonction I est strictement croissante sur [2, +ool.

1.3) Soit y > 1.
Pour x > 0, on pose n, = E(x). Soit x > 2.

e La fonction I" est croissante sur [2,4+oo[ et donc I'(x) = I'(ny) = (n, —1)!

e La fonction t — y* est croissante sur [2,+oo[ car y > 1 et donc y* < y™+1.
Par suite, pour x > 2,

'YX ,ynx+1 5 ,Ynxfl
O < < = .
ST Se=11 e =101
ny—1
Quand x tend vers 400, ny tend vers +o0o car n, > x — 1 puis ﬁ tend vers 0 d’aprés un théoréme de croissances
ny —1)!

X
Y ] tend vers 0 et donc que y* = o(I'(x)) quand x tend vers +oo.
x

comparées. On en déduit que

Siyelo,1],onay® = o(2%)et2* = o(I'(x)). Donc encore une fois y* = o(T(x)).

X— +00 xX— +o00 X— +00

On a montré que

Yy >0, v = o(lx)).

—+0o0

Partie IT - Comportement asymptotique de la somme d’une série entiére au
voisinage de la borne supérieure de son intervalle de convergence

II.A -

II.A.1) Si ¢ n’est pas positive sur [to, +ool, il existe t; > to tel que d(t1) < 0. Puisque la fonction ¢ est décroissante
sur [tg, +oo[, pour tout réel t > t1, on a ¢(t) < Pd(t1) et donc |[p(t) > |db(t1)|. Comme la fonction t — |Pp(t1)] n’est pas
intégrable sur [0, ool il en est de méme de la fonction ¢. Ceci est une contradiction et donc

la fonction ¢ est positive sur [tg, +ool.

I1.A.2)

t
a) Soit h > 0. Soitn > 1+ FO' Onanh > (n—1)h > tg et donc la fonction ¢ est positive et décroissante sur [(n—1)h, nhl.
nh nh

On en déduit d’une part que hd(nh) > 0 et d’autre part que J o(t) dt > J d(nh) dt = hd(nh).

(n—1)h
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b) Soit h > 0. Pour n entier naturel non nul on a

n kh nh
Z J(k])hd)(t) dt :J $(t) dt

k=1 0

+oo

Puisque la fonction ¢ est intégrable sur [0, +o0ol, cette suite converge et a pour limite J d(t) dt. Ainsi, la série numérique

0
nh

de terme général J' & (t) dt converge et 'encadrement du a) montre alors que
(n—T1)h

la série numérique de terme général h¢(nh) converge.

II.A.3) Etablissons tout d’abord une majoration valable pour tout h €]0, 1].

Pour tous np € N* et h > 0, on a déja

400 +o00 noh Mo +00 +00
J b(t) dt— ) ho(nh)| = J b(t) dt— ) ho(nh) +J ¢(t)dt— Y  ho(nh)
0 n=0 0 n=0 noh n=ng+1
noh Mo +00 +00
< J (1) dt— Y ho(nh)|+ J oty dt— Y ho(nh)
0 n=0 noh n=ng+1
= A(h) + B(h).

e Analysons B(h). Pour tout h > 0, et tout ny € N*

+o0 +00 +00 nh +00 +00 nh
J Gt)dt— Y hdmh)= Y J () dt— Y  homh)= ) (J ¢ (1) dthcb(nh)).

noh n=no+1 n=no+1 (n=T1Jh n=no+1 n=no+1 (n=1h

t
On prend déja ng = [FO} + 1 (no est un entier naturel non nul dépendant de h). Par suite, noh > to. Pour n > no + 1,
ona (n—1)h >ty et donc [(n — 1)h,nh] C [to, +ool. Puisque la fonction ¢ est décroissante sur [tg, +ool, on a alors
nh

$(t) dt <h¢((n—T)h) et donc 0 < J( ”hd)(t) dt — ¢(nh) < ho((n—1)h) —hd(nh),

nh

ho(nh) < J

(n—T1)h

puis, pour p entier naturel supérieur a no + 1 et h > 0,

P nh P
o< Y <J ¢(t) dt — hcb(nh)) < ) hé((n—1h) = hd(nh) = hd(noh) — hd(ph) (somme télescopique)

(m—1)h

n=no+1 n=ngo+1

Comme la série de terme général h¢(nh) converge, lirf ho(ph) = 0 et quand p tend vers +oo on obtient
p—+o0

+0oo nh P
o< Y O d>(t)dt—¢(nh)>< > oln—1h) — d(nh) = ho(noh),

n=ng+1 (n—=1)h n=ngo+1

et donc pour tout h > 0

< hdp(noh)

+o00 nh
3 O H(t) dt - ¢(th>

n=ngy+1 (n=1)h

t
On prend alors plus précisément h €]0, 1]. On a alors ngh < (FO + 1) h=tyo+h < tp+ 1. La fonction ¢, étant continue

sur le segment [0, to + 1], est continue sur ce segment. Soit M un majorant de la fonction |$| sur ce segment. On a montré
que

Vh €]0,1], B(h) = < hM.

+o00 nh
Y O H(t) dt - ¢(th)

n=ngy+1 (n=T)h
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e Analysons maintenant A(h). Soit h €]0, 1].

no—1 (n+1)h no—1

noh Mo
A = || o dt= 3 o) = 3 | et dt— Y hoinh) — hinoh)
0 n=0 n=0 nh n=0
no—1 n(n+1)
—1 X [ @0 - o) at - homen
n=0 nh
no—1 r(n+1)h no—1 (n+1)h
<X [ e - eimw at+ Wemo < 3 [ () — p(nh)] de+ kM,
n=0 *nh n=0 vnh
En résumé
+00 +00 —! r(n+1)h t
vh €10, 1], J ¢(t) dt— > ho(nh)| < Z J () — p(nh)| dt + 2hM, ot ng = [ﬂ +1.
0 n=0 n=0

Maintenant, pour tout n € [0,n — 1],

{I6(t) = d(nh)], t € Mmh, (n+ 1A} C{lb(x) — d(Y)l, (x,y) € [0,n0h), [x —y| < h}
C{lb(x) — ), (x,y) €10,t0 +11%, [x—yl <h}

et finalement, en posant M(h) = sup{|p(x) — d(y)l, (x,y) € [0,to + 112, [x —y| < h}, pour h €]0,1] on a,

+00 +o0
J ¢(t) dt— ) ho(nh)
n=0

0

Tlo—]

< ) hM(h) 4 2hM =nohM(h) + 2hM < (to + 1)M(h) + 2hM.

Soit € > 0. La fonction ¢ est continue sur le segment [0, to + 1] et donc est uniformément continue sur ce segment. Il existe

donc o’ > 0 tel que V(x,y) € [0,to + 112, [x —yl < &’ = |p(x) — d(y)| < #-
2(to+ 1)
Smt(x—Mm{ ,m }>O.Pourh€]0,cx[,onaM(h)§metdonc
J+m¢(t)dt+ih¢(nh)<(t+1) 4 M<iifio;
o = ST e+ 1) T 22M 1) 2727

On a montré que Ve > 0, da > 0/ Vh €]0, + o0, (O <h<a=

+0o0 +oo
J b(t) dt— ) ho(nh)| <e
0 n=0

I1.B -
1
II.B.1) Si a > 1, la fonction g4 est continue sur [0, +o0[, intégrable sur [0, +oo[ car négligeable devant ) en +oo.

De plus, g« est dérivable sur ]0, +o00[ et pour t > 0,
gl(t) = (a—Dt*Zet —t¥le t = (a — 1 —t)t*¥ 2e L.

go est donc décroissante sur [ — 1, 4oo[ et finalement g4 satisfait aux conditions du II.A.

Si « €]0, 1[, g« n’est pas continue en 0, ni méme prolongeable par continuité en 0 et g ne vérifie donc pas les hypothéses
du IL.A.

Soit donc o > 1. D’aprés 11.A.3)

+o00
i%—lang“(—nlnx —}{%hz go(nh) = J go(t) dt =T(«).
x<1 n=0 h>0 n=0
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I1.B.2) a) La série proposée diverge grossiérement si [x| > 1 et converge absolument si [x| < 1. Son rayon est donc 1.

b) De la question I1.B.1), on déduit

+iﬂn"‘*]xn = v 9al—mlInx) _ 1 f (—mInx) ] x ()
= T A e T (Fxge T & 9T T T ‘

x—=1, x<1 (1 —x)*’

Partie IIT - La premiére fonction eulérienne

II1.A -

II1.A.1) Soit (e, B) €10, +oco[?.
e La fonction t — t*~1(1 — )P~ est continue sur ]0, 1] et positive.
e La fonction t — t* (1 — t)P~T est équivalente en 0 & t*~! et est donc intégrable sur un voisinage de 0 & droite
car x — 1 > —1.
e La fonction t — t* 1 (1 — )P~ est équivalente en 0 & (1 —t)P~ et est donc intégrable sur un voisinage de 1 &
gauche car  —1 > —1.

Dong, la fonction t — t*~1(1 — t)P~7 est intégrable sur ]0, 1[.

II1.A.2) (i) Soit (&, B) €]0,+oc[?. Le changement de variables affine uw = 1 — t fournit

1 1

(1 —uw)* Tukt x—du:J w11 —w)P T du=B(B,«).

0
(1=t dt :J
0

1

B, B) = J

0

V(a, B) €10, +00l?, B(a, ) = B(B, ).

t
(ii) Soit (&, B) €10, +oo[%. L’application @ : t ] est de classe C! sur 0, 1, bijective de ]0, 1[sur] lim @(x), lim ¢(x)[=
- 1 =8 pdi

t 1 1
10, +c0[. On peut donc poser u = T -1+ T puist=1-— Tru - HLu et dt = TTu? du et on obtient

400 u o—1 u p—1 1 +00 uoc—l
B(cx,ﬁ)—Jo (—1+u) (1—]+u) (1+u)2du—J'o e du.

400 toc—]

\V/(OC, B) 6]0,"’00[2‘ B(CX, B) = JO W du.

(iii) Soit (e, A) €]0, +oo[? tel que e < A. Une intégration par parties licite fournit

A toc tzx A o A t067]
L [y yerer 4= [_(cx+ BJ(HtJM} +oc+r5L 1 roars &

AX N e L« A gl
(c+B)1T+A)xHB (o + B)(T+&)xth OC-I—BL (1 +t)x+B

dt.

Quand ¢ tend vers 0 et A tend vers 400, on obtient

t =
o (14+t)xtB d

(o, B).

400 tzx o 400 tD(*] o
(o +1,B) L A oare d 0(+[5,[ TP

(e, B) €10, +0ol2, B(a+1,B) = #"Bmcx,m
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I11.B -

I11.B.1) Supposons la formule acquise pour tout («, B) €]2, +ool?.
Soit (e, B) €10, +00[2. D’aprés IILA.2).i) et IILA.2.iii),

B(a, B) = %B(aﬁ,ﬁ) _ %ﬁs(ﬁ,wn - (“+ﬁ)(§ﬁ+ﬁ+])8(ﬁ+1,o¢+1)
_ (oc+ [3)(OC+[3+1)((X+f5+2)(oc+[3+3)8((x+2 [5+2)

a(la+1R(R+1)
(et B+ B+ + B +2)(x+ B +3) T+ 2)T(B +2)

ala+ 1R +1) Mo+ p+4)
(B + B+ T+ B +2)(x+ B +3) oo+ NI (e)B(P+ 1T(B)
N ol +1)B(B+1) (x+P)ax+B+1)(ax+pP+2)(x+R+3)T(x+R)
_ PlegT(B)
Mo+ B)°

I11.B.2) a) Puisque cc—1 > 1 et —1> 1, la fonction P4 5 est de classe C' sur le segment [0, 1]. Sa dérivée étant définie
et continue sur ce segment, est bornée sur ce segment. Soit Ay g un majorant de \1])(;‘[3\ sur [0, 1].
L’inégalité des accroissements finis montre alors que P ,p est lipschitzienne sur [0, 1] de rapport Ay g.

V(«, B) €12, +00[?, la fonction Vo, est lipschitzienne sur [0, 1].

b) Soit n € N*.

n—1 . (k+1)/n 1 n—1 K n—1  (k+1)/n k
fun (e, B) — ZJ Poplt) dt——= > Pap (_)‘ N ZJ (w“‘ﬁ(t) ~Wap (—)) dt
k=0"k/n n k=0 n k—o0 Yk/1 n
n—1 (k+1)/n k k+1
o,plt) — by — A t— —
;Jk/n bep(t) = e <“)’ P Z K/n < )
=A Z t—— ’ (k+1)/n=A, s XN X 1 _Aa
o, B y o, B 2112 2

Axp

V(«, B) €12, +ool?, ¥n € N*, un(a, B) — B(e, B)] < P

¢) On effectue sur [0, 1] le produit de CAUCHY des deux séries de sommes respectives Sy et Sg. Pour tout x € [0, 1], on
obtient

+00 +o00 +o0 n
S«(x)Sp(x) = < n“_]x“> <Z nﬁ_]x“> = Z <Z _1> Z <Z k* T(n—k)P )
n=0 n=0 n=0 \k=0 n=1
+ a—1 B—1
&) (-%) )n"‘*“"—zunm BT

= Z Un (o, BIN*TP=TX™ en posant de plus uo(x, B) = 0.

oo[?, ¥x € [0, 1], Sa(x)Sp (x) = Z Un (0, BIoTB=Txm,

n=0

Par suite, d’aprés b), pour x € [0,1[ on a

+o0
Sac(x)Sp (x) = Blex, B)Secep ()| = | Y (un(ot,B) = Blox, BYINTPIx™ < 3 fun (e, B) — Blox, B)n TP~ x™

n=1 n=1
+o00 +oo
5 A A 5 A
< tx,BnoH-[S—]Xn — %ﬁ n0¢+f3—2X‘r1 — ;,B Stx+[5*1 (X)

n=1
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(e B) €12, +ool?, ¥ € [0,1, Sa(x)5p (x) — B(a, B)Sasp () < “2E 5051 ()

On multiplie les deux membres de cet encadrement par (1 —x)*T#. On obtient

Axp

(1 =%)*Sa(x)(1 = x)PSp (x) = Blat, B)(1 = x)*FPSerp(x)] < (1=x)* P TSa g1 (x) (1 —x).

(T—x) (car «+p—1> 1) et tend donc

vers 0 quand x tend vers 1 par valeurs inférieures. Comme le membre de gauche tend vers |I'()I'(B) — B(, )T + B,
on a montré que I'(a)I'(B) = B, B)T (e + B).

Axpl —1
D’apreés la question I1.B.2.b), le membre de droite est équivalent %P ((x;_ P=1)

Ce résultat a été établi pour o > 2 et 3 > 2 et finalement pour o« > 0 et f > 0 d’aprés II1.B.1).

V(a, B) €10, +o0l*, T(a)T(B) = B(at, BN (o + B).

III.C - Formule des compléments

II1.C.1) Soit « €]0, 1[. D’aprés ce qui précéde, B(o, 1 — o) = B(a, 1 — ) (¢ + 1 — o) = I'()I'(1 — ). Comme la fonction
' est de classe C*® sur ]0, +oo[, la fonction ' est en particulier continue sur ]0,1[ et il en est de méme de la fonction
oo Blo, T — ).

2p+1 _2(q—1)+1 291
2q 2q 2

N

<Tet

II1.C.2) a) Puisque p et q sont des entiers naturels tels que 1 <p < q—1,0<
2 2
B (2P +1 o p+1
2q 2q
10, +-col. On peut donc poser u = t'/29 et d’aprés II1.A.2.(ii) on obtient

) existe. De plus, la fonction t — t'/29 est une bijection de ]0, +-oo[ sur lui-méme, de classe C' sur

2 ] 2 ] +o0 t23+l_] +o0 2q 2'3+I_-|
(Rl 2T :J L dt:J (L R IR
2q 2q 0 ]+t 0 1+u2q
+o00 uZp
=2 —— du.
qJ'O ]+u2q v

b) La fraction proposée est irréductible et sa partie entiére est nulle car 2p < 2q. Les racines 2g-émes de —1 sont les

7+2km) /(29) — eiz‘x]”, —q < k < (q—1). Comme le polynéme 1 + X?9 est pair, les zy,
2k +1

2q

7t < 71). Comme la fraction proposée est

nombres de la forme z; = el

—q < k < —1, qui ont une partie imaginaire strictement négative (car —m < 7 < 0), sont les opposés des zy,

2k +1

0 < k< g—1, qui ont une partie imaginaire strictement positive (car 0 <

paire, sa décomposition en éléments simples sur C est de la forme

qZ]( M M )
= X—zi X+zi)/)'

De plus, pour 0 < k< q—1,

A = (X*)(z) z2P :7zip+] (car 229 = —1)
(1+X29)/(zx)  2qz29™" 2q b '
S (]

‘|_|_X2q qu:O k X*Zk X+Zk ’
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o £~ Relc) . i
Jt—c dt‘J (E—Re(0))2 + (Tm(c))? dt“Im(C)J (E—Re(0) + (Tm(e)? &
11 ((t —Re(c))? + (Im(c))?) + i Arctan (ie(c)) +K, KeC.

2 Im(c)

Soit A un réel strictement positif. D’aprés ce qui précéde

A t2p 1 1 2p+1 2 2 1 p 2p+1 2 2
J fger] dt:z— 3 k:OZk In((t — Re(zk))” + (Im(zk)) )+j];)2k In((t — Re(—zx))° + (Im(—2z¢))*) O

. q—1 q—1 A
1 2p+1 t—Re(zi) | 2p+1 t —Re(—z)
7 l E z" " Arctan (7Im ) kE:O zi,” " Arctan ETENE O

A
1 l“ 2p+1 ln((t+Re(zk))2+(Im(zk))2>]

= z
4q [ (t=Re(z))? + (m(z))? ) |
q—1
_ v zipH (Arctan( Re(zk)) + Arctan ( + Re(zk))) (%)
29 | &= Im(zx) Im(zy)
= 0
. (t + Re(Zk))Z + (Im(zk 2)
P h k € [0, — 1], la fonction t 1 tend 0 d t tend t
e Pour chaque [0, q ], la fonction t — In ((tRe(zk))z (Imz) end vers 0 quan end vers oo e
A
t+ Re(Zk))z + (Im(zk))z
sannul D lim — A Y =0.
s’annule en 0. Donc Jm aq lz ( T Re(zx))2 1 (Im(z0))2 0 0
e Pour chaque k € [0,q — 1], Arctan M + Arctan M =0 et lim Arctan M
Im(zk) Im(zk) A— 400 Im(zk)
Arctan W = ZEsgn(Im(Zk)) = msgn(Im(zy)) = 7 (car —mt < 2k + 1 7 < 0 et donc Im(zy) > 0).
Im(zy) 2 2q

Quand A tend vers +oo dans I’égalité (%), on obtient donc

+00 2 oa—]
t<P 17T 2p+1
—dt=—F 2t

0

Enfin,
] ] 2k41 0\ 2p+] r1 S 2p41 S2p+1 .\ K
Zzi‘P-H _ (e‘LTT[) _ Z el T T (e‘LTT[)
k=0 k=0 k=0
s 2p+1 q
.+1*(el“") 241 2p+1
— T T (car p;— = pz: x 27 ¢ 217 puisque 2p + 1 n’est pas pair)
1—e'a
LRV e i
IRE T 2 1 o 2 1Y’
T (%ﬂ) sin( pzj; 7'[)
et donc
J'“L"O 2P dt*—i—ﬂx i B T
o 14t2a " 2" _ [(2p+1 \ , . (2p+1_\°
sin T 24 sin T
2q 2q
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2
II1.C.3) Posons & = { pZ:]L ]

2 2 too  42p
B(p+1,1_p+1): J t - T

, (p,q) € (N*)?, p< q}. D’aprés I11.C.2.a) et II1.C.2.c), pour (p, q) € (N*)? tel que p < q,

74 74 q . Trde dt = . <2p+1 >7ouencore
sin s
2q
Vo€ &, Bloayl —a) = ——.
sin 7t
Vérifions alors que & est dense dans ]0, 1].
2np +1

Soient (p,q) € N* tel que p < g puis r = % Si on pose u, = , € N*, la suite (Wn )nen+ est une suite d’éléments

2nqg
de & convergeant vers r. Donc & est dense dans QN]0, 1[. Mais alors, en notant A I’adhérence dans ]0, 1[ d’une partie A

de 10, 1[, 10, 1[= QNJ0, 1[ = Z =& et donc & est également dense dans ]0, 1[.

OnavuqueVa € &, Bla, 1 —a) = — T (#x). Or & est dense dans ]0, 1{ et la fonction & — B(e, T — &) est continue sur

sin
10, 1] d’apres II1.C.1). On sait alors que ’égalité (xx) se prolonge a |0, 1[ tout entier.

Ve €101, Blo, 1 — &) = F(a)T(1 — o) = —=

sin7ta

Partie IV - L’opérateur d’Abel

IV.A -

IV.A.1) Soit f € E. Soit x €]0, 1]. La fonction t — (X1:(t2)“ est continue sur [0, x[. De plus, f est continue en x et donc

bornée au voisinage de x & gauche. On en déduit que ft) = (0] (¥> puis que la fonction t +— ft)
(x =) tox, tax — \ (x — 1) (x — )

est intégrable sur [0, x[ car & < 1. En particulier, la fonction t — (X]cjt,z)“ est intégrable sur ]0, x[

IV.A.2) a) Puisque 1 — & > 0, la formule est vraie pour x = 0. Soit x €]0,1]. En posant t = xu, on obtient A,f(x) =

T f(xu) o[t faw)
L 7(x—xu)°‘ xdu =x Jo 7(1 A du.

1 7
Vx € [0, 1], Axf(x) =x J'O (1—t)«

b) Pour tout x € [0, 1], la fonction t — “f(_% est continue par morceaux sur [0, 1] et pour tout t € [0, 1], la fonction
X = Uf(—% est continue sur [0, 1]. Enfin, pour tout (x,t) € [0, 1] x [0, 1],

'(]f(_t?)“ < ”_f[‘[)o( = @(t) (hypothése de domination),
ol @ est une fonction continue par morceaux et intégrable sur [0, 1[. D’aprés le théoréme de continuité des intégrales a
parameétres, la fonction x — J: (]f(_ti?)a dt est continue sur [0, 1]. I en est de méme de la fonction A, f puisque T— & > 0.

erE,A“feE.I

c) D’aprés la question précédente, A, est une application de E dans E. De plus, pour (f,g) € E2, (A, ) € C? et x € [0, 1],

g(tx)
(1—1t)

1
Au(M + 1g)(x) XF“J (M 1 o) (tx) dt = Mof(x) + nAxg(x).

1 f(tx)
_ T—o
. e dt = Ax J

1
dt + x‘*“J
o (1—1)« " 0

Done, Ay € L(E).
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Soit f € E tel que ||f|| < 1. Pour x € [0,1], on a

1 1 1
f(xt f(xt f f 1
Aaf(x)] =x1~% J ) g <x1_°‘J LD ><J' Il g W T
o (1—1)= o (T—1)% o (1—1t)x T—a " 1—«
1 1
et donc ||A«f|| < =——. Ainsi, pour tout f € E tel que ||f|| < 1, [|Axf] < ST Ceci montre déja que 'endomorphisme
A est continu sur lespace normé (E, || ||) et que [[JA«ll] < T (5 * %).
X1foc

. Mais alors

Soit f la fonction x +— 1. f est un élément de E tel que ||[f|| < 1. De plus, pour x € [0,1], Ay f(x) =

1

[Asf]| =f(1) = T L’inégalité (x * %) peut donc étre une égalité pour un certain f € E tel que ||f|| < 1. On a montré
-

que

1
Ax € Le(B) et [lIAalll = 37—

IV.B -
. x™P(P(B))"
IV.B.1) a) Montrons par récurrence sur n que vVn € N*, vx € [0, 1], [ALf(x)] < F 1 np) [If1]-

e Pourn=1etxel01],

1 1 T—a 53 fir
f(xt f f f X

T—x
At < x| i =Sl = -

o (1—1)x

L’inégalité & démontrer est donc vraie quand n = 1.

e Soit n > 1. Supposons que Vx € [0, 1], A&f(x)é%ﬁ”
Soit x € [0, 1].
T aAn
AL 0 = AG(AZGN =P || ST ar
VAR (xt)| TxmBB ()" I X DB (P(B))™ |If]| -
B x B _ nB (] _ )BT
<, -0 < | e = Jot oo
xR (PB))" |1l (np+1,8) = X DB(P(E)™ [If]] (1 +np)T(B)
N (1+n[5) r1+np) ra+m+1)p)
_ xRt
T4+ (n+1)p) '

On a montré par récurrence que

x™B (I(

. 1, |ALf <7
VTLEN ,VXE[O» ]7‘ [0 4 (XN ( +n[5

b) Soit f € E. Soit n € N*.
AL est continue sur E en tant que composé d’applications continues sur E & valeurs dans E. Ensuite d’aprés la question

- n x™B(r(p)" (rg)” n ()™
prcidene, v € 0, 1h AR < ST D € gl o done IARAI < Ly )
Si de plus |[f] < 1, |ALF|| < ((];(E)TJL[:’)) Ainsi, pour tout f € E tel que ||f|] < 1, on a [|ALf]] < r((:(E)T)L[:’)) et donc
n (ren”
« an n (r(gn™
vn e N*, Ay € Le(B) et IAGII < FO+np)
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IV.B.2) Soit v > 0. D’apres 1.3)

VR 4nB) T +nB)  (FBNVE < T TnB)  norre

. (rp)™
n —
0l Y gy =

(1+np)

1
IV.B.3) a) Soient f € E et A € C*. D’aprés IV.B1.b) et IV.B.2) appliqué 4 y = ——

T+ A
(r(e)” 1 A\
AMATE|| = AN AT S N™MIAGNT S A ———|If| = Ao ——— )= —
AR = NP IAGS] < AFIAGIIL < NN en sl = e (e ) = (7o
A
Comme ] ‘HM € [0,1], la série numérique de terme général |A"ALf|| converge ou encore la série de fonction de terme
général A"ATLf converge normalement et donc uniformément sur [0, 1] et en particulier simplement.
+00
b) Soient f € E et A € C*. Chaque Al}f est dans E d’aprés IV.A.2.b) et donc Z ATMALS est dans E en tant que limite
n=0
uniforme sur [0, 1] d’une suite de fonctions continues sur [0, 1].
+o00
On pose g = Z AYALS. L’application AA  est continue sur (E, || ||) et donc
n=0
+00 n n “+o00 “+o00
_ : kake| _ 1 kake| +lantle _
Ao <Z A“A;f> =AMy (ng% > A Aaf> = lim AA, <Z A Aaf> =) ATARFf =) AmADS
n=0 k=0 k=0 n=0 n=1
puis
+o0 +o0 +o0
(ide —Mq) D A"ARf= > A"ARf— ) AMALf=f.
n=0 n=0 n=1
¢) De méme, pour f € E,
+o00 too
> AMAR((ide — Ma(f) = ) (A"ARFf = AMTTARTT) = f (somme télescopique avec lim AMATf =0).
neo neo n—+oo
( lirf ATMATf =0 car la série de terme général A" ATf converge dans (E, || [|)).
n— -+oo
+o0 +o0
Ainsi, Z ATAT o (idg —AAg) = (idg —AAg) o Z ATAT = idg et on sait alors que
n=0 n=0
+o00
ide — My € GL(E) et (ide —AAL) ' = ) A"ALL
n=0
IvV.C -

IV.C.1) a) Pour t € [0,1] et a € [0, 4oo[, posons plus généralement eq(t) = t*. Pour x € [0, 1],

1 a
Axealx) = x1_°‘J' (xt)

1
B dt:xaH_“J 91 —t) " *dt =x“""*Bla+ 1,1 — ).
o (1—

0

et donc Ayeq =B(a+ 1,1 —a)eqi1—«-

vneN,vx e[0,1], Agen(x) =x"TT"*B(n+1,1—«).
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b) Soit n € N.

(A1—a(Ax)en = A1 (B(n+1,T—a)ent1-«) =B+ 1,1 —a)B(n+2 — o, d)ent1-ara
M+ Drd—o) Tn+2— i«

"Nn+2-—« Nn+2)

Tl (1 — ) T enil

— ent1 = Py (d’apres I11.C.3)).

en+1 (d’aprés I1.B.2.c))

vneN, Va €]0,1[, (A1_x 0Ax) en = — T entl '
sin7tx n+ 1

IV.C.2) P est linéaire et donc un endomorphisme de E car si f € E, toute primitive de f est dans E. D’apreés la question
précédente, les endomorphismes A7_y 0 Ay et P coincident sur une base de C[X] et on sait que ces deux endomorphismes
sont égaux.

IV.C.3) Formule d’inversion d’ABEL.

a) P est continu en tant que composée de applications continues sur (E, || ||) & valeurs dans E.
Soit f € E telle que ||f]| < 1. Pour x € [0, 1],

IPF(x)| =

x x
J f(t) dt‘gJ fR))dt<|fl[x<Tx1=1,
0 0

et donc ||Pf|| < 1. Ainsi, pour tout f € E telle que ||f|| < 1, on a ||Pf|| < 1 et donc [[|P]| < 1
De plus, pour f =1 et x € [0, 1], Pf(x) = x puis ||Pf|| = 1. Ainsi, 1 est un élément de E tel que ||f|| < 1 et |Pf]| =1

En résumé, Vf € E, ||f]| < 1= ||Pf]| < 1 et Ifg € E/ |[fo]] <1 et ||Pfo]| = 1. Donc

P e L.(E) et [[IPlll=1.

b) D’aprés le théoréme de WEIERSTRASS, pour toute fonction f continue sur [0, 1], il existe une suite de polyndmes
(Qn)nen convergeant uniformément vers f sur [0, 1] ou encore I'ensemble C[X] des polynomes est dense dans l’espace

(E, |l ll). Puisque les endomorphismes Aj_y 0 Ay et P sont continus sur (E, || ||) et coincident sur C[X] qui est dense

sin 7T

s
dans (E,| ||), on sait que les endomorphismes Aj_, 0 Ay et - P sont égaux.
o

s

Vo €]0,1[, Aj_g 0 Ay = P.

sin 7t

P. On note

c) L'image par P d’un élément de E est en fait un élément de C'([0,1],C). Il en est de méme de By = prmp—
in

encore B, Papplication obtenue en restreignant son ensemble d’arrivée a C'([0,1],C).

DoP =

: - ide.
sin 7t sin 7t

Avec ces notations, D o By est bien défini et D o By =

d) On sait que si u et v sont deux applications telles que u o v soit une application injective, u est injective.

sin 7t . N sin T
Iei, < - D OA1‘X> o Ay = idg et en particulier (

Do Ala) o A est injective. On en déduit que Ay est

injective.

Voo €]0, 1], Ay est injective.
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