SESSION 2008

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE MP

Partie I - Quelques résultats généraux

LA -

I.A.1) Théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ. Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle I de R a
valeurs dans R. Alors, pour tout (xo,Yo,z0) € I x R xR, il existe une et une seule solution de I’équation y” 4+ ay’+by =0
telle que y(xo) =yo et y’(xo) = zo.

Ici, les fonctions a = 0 et b = A — @ sont continues sur R et le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ s’applique donc & (Ex) en
tout (xo,Yo,z0) € R3.
Soit y une solution de (Ex) sur R. Pour x € R, posons z(x) = —y(—x). z est deux fois dérivable sur R et pour x € R,

2"(x) + (A= aq(x))z(x) = —y" (=) + (A — a(x))(—y(x)) = — (" (%) + (A — a(—x))y(—x)) (car q est paire)
=0.

Ainsi, z est également solution de (Ej) sur R. Mais alors, d’aprés le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ,
Yy est impaire &y =z

& (y(0) =z(0) et y'(0) =2'(0)) & (y(0) = —y(0) et y'(0) =y'(0))
& y(0) =0.

Une solution y de (E)) sur R est impaire si et seulement si y(0) = 0.

I.A.2) De méme, si y est une solution de (Ex) sur R, la fonction z : x — y(—x) est une solution de (E,) sur R. Par suite,
y est paire & y(0) = z(0) et y'(0) = z'(0) & y(0) =y(0) et y’(0) = —y’(0) & y'(0) = 0.

Soit (y1,y2) une base de I'espace des solutions de (Ep) sur R. Le wronskien W de la famille (y1,yz) ne s’annule pas sur
R et en particulier,

W(0) = y1(0)y3(0) —y2(0)y;(0) #0,
ce qui n’est pas si Y7 et Yy, sont toutes deux paires ou toutes deux impaires, d’aprés ce qui précéde.

On suppose de plus que A est une valeur propre de Q. Le sous-espace propre & de Q associé & A est ’ensemble des
solutions impaires de (Ej) sur R. On a donc 1 < dim(&y) < 2. Mais d’aprés ci-dessus, (E)) admet au moins une solution
qui n’est pas impaire. Donc dim(&) < 2 et finalement

les sous-espaces propres de Q sont de dimension 1. I
I.B -

1.B.1) Ce qui précéde s’applique en particulier aux applications linéaires A et B et les sous-espaces propres de A et B
sont des droites.

Soient A € R et y une fonction de classe C? sur R.

ach(xva—A)+ Bsh(xva—A)sia>A
Ay =M Sy +A—aly=0&3I(a,p) e R2/Vx eR, y(x) =< a+pPxsia=A )
o cos(xvVA—a)+ Psin(xvA—a)sia<A
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Dans tous les cas, y est impaire si et seulement si o« = 0.

Réciproquement,

e si A < ales fonctiony : x— fx ou x — Bsh(xva—A), B #0, sont non bornées sur R et donc non périodiques. Dans
ce cas, I’équation A(y) = Ay n’admet pas d’autre solution dans E» que la fonction nulle et A n’est pas valeur propre de A.
e Si maintenant A > a, les fonctions y : x — B sin(xv/A — a) sont les solutions impaires de I’équation A(y) = Ay. Par
suite,

A € Sp(A) & la fonction x — sin(xv/A — a) est 27-périodique
& Vx € R, sin(xVA — a + 2nvA — a) = sin(xVA — a)
S2m/A—ae2nZ &S VA—acZ
SIFeZ/VAi—-a=k& FkeN/A=a+k? (car A > a).

Les valeurs propres de A sont les a 4+ k?, k € N* et de méme les valeurs propres de B sont les b + k?, k € N*.

Sp(A) ={a+k2, k € N*} et Sp(B) = {b + k2, k € N*}.

Maintenant, pour k € N* le sous-espace propre de A (ou B) associé & la valeur propre a + k? est la droite engendré par
la fonction x — sin(x+/(a + k%) — a) ou encore la fonction x — sin(kx) c’est-a-dire la fonction sy. L’énoncé a rappelé que
sk est un vecteur unitaire pour le produit scalaire considéré.

Le sous-espace propre de A (resp. B) associé a la valeur propre a + k? (resp. b +k?), k € N*, est Vect(sy).

L.B.2) Soit f € Es.

27
(FIQIE) — (FAL) = (FI[Q ~ A)(F) = (fla — af) =~ | (alx) ~ @) (x) dx > 0.

0

De méme, (f|Q(f)) — (fIB(f)) < 0.

Vi € Bz, (fIA(f)) < (fQ(f)) < (f[B(f)).

Partie II - Probléme approché de dimension finie

II.A - Question de cours. TT,, est bien définie sur E car V,, est de dimension finie (théoréme de la projection orthogonale).
Soient . € N* et f € E. Puisque la famille (sy)xen+ est orthonormale,

n n
=2 (flslsi = )b
k=1 k=1

Puisque f est continue sur R, 27t-périodique et impaire, TT, () est le n-éme polynéme de FOURIER de f ou encore la n-éme
somme partielle de la série de FOURIER de f. La formule de PARSEVAL valable pour tout élément de E affirme alors que

n
1
: § 2 _ 2_
ngI—Poo b bic= ”fH -

et le théoréme de PYTHAGORE permet quant & lui d’affirmer que

. . 2 _
im [ =TT ()]

IL.A.2) Soit (f,g) € E. (fllTa(g)) = (f =TI ()TTn(g)) + (Ma(H)MTn(g)) = (Ma(f)MTn(g)) puisque Mn(g) € Vi et
f —TT(f) € V. Par symétrie des roles de f et g, (TTn(f)lg) = (TTn (f)[TTn(g)) = (fTTn(g)).

V(f,g) € B2, (fllTa(g)) = (TTn(f)lg).
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I1.A.3) Soit (f,g) € EZ. Une intégration par parties fournit

27 27 27
J f7(x)g(x) dx = [f’(x)g(x)](z)7T —J f'(x)g’(x) dx = —J' f'(x)g’(x) dx (car f’ et g sont 27-périodiques).

0 0 0
Mais alors,
1 27 1 27 1 27
(QIfllg) = 7 | (=760 + abatx)alx) dx =~ | 7 (xlglx) + 2| abrtxat) dx
27
— | 100970 + alfixgho) ax
27

Par symétrie des roles de f et g, on a aussi (f|Q(g)) = :T[Jo (f'(x)g’ (x) + q(x)f(x)g(x)) dx = (Q(f)|g).

v(f,g) € E3, (flQ(g)) = (Q(f)lg).

La restriction Qn de TT,, o Q & V,, est linéaire et est a valeurs dans V. Donc, Q,, est un endomorphisme de V;,. De plus,
pour (f,g) € V2, d’aprés I1.A.2) on a

(flQn(g)) = (flMn(Q(g))) = (Ma(f)IQ(g)) = (fIR(g)) = (Q(f)lg) = (Q(FIMTn(g)) = (M (Q(f))Ig) = (Qn(f)lg).

Qn € S (Vn).
IL.B -
I1.B.1) Soit f € Vy,. D’aprés I1.A.2) on a

(fAR(f)) = (FTTn (A(f))) = (T (FIA(F)) = (fIA(f)),

et de méme (f|Qn(f)) = (flQ(f)) et (f|Bn(f)) = (f[B(f)). La question I.B.2) permet alors d’affirmer que

Vi e Vn, (fJA(f)) < (fIQn(f)) < (f[Bn(f)).

I1.B.2) a) D’aprés la question 1.B.1), les valeurs propres de Ay et By, sont les valeurs propres de A et B associées aux
sk, k € [1,n]. Ce sont les nombres a + k? (resp. b +k?), k € [1,n].

b) Soit k € [1,n].

dim (Vi N Vect(ex n,...,enn)) = dim (Vi) + dim (Vect(ex n,...,enn)) —dim (Vi + Vect(ex n,...,enn))
=k+ (TL —k+ ” —dim (Vk + VeCt(ek,n» Ck+1 .-y en,n))

=n+1—dim (Vi + Vect(exn,ex+1n,---,en,n))
> 1.
Ainsi, VieN'Vect(ex n,€k+1,n,---,enn) contient un vecteur non nul g. Mais alors f = H T est un vecteur unitaire élément
de Vi N Vect(ek,n, CtT,my .- en,n)-
k n
On peut alors poser f = Zbi(f)si et aussi f = Z Xi€in, (Xk,...,0n) € R 1=k Puisque les familles (si)i<igk et

i=1 i=k
(ei,n)k<ign sont orthonormales et que f est unitaire, on a

f|Q <Z(xlelnz(x1 1neln> len(x ?\knz(x —?\kn”fH —?\kn

i=k

et aussi

k
(f|B(f)) = <Z sl\Zb (i +b)s >_Z(iz+b)(bi(f <(K2+Db) ) (b = (K2 +b)|[f||> = k% +0.
i=1

i=1
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D’apreés 1.B.2), on a alors
Akn < (FIQ(F)) < (fB(f)) < k* +b.

De méme, Vect(sy,...,sn) N Vect(ein,...,exn) 7# {0} et en choisissant un vecteur unitaire f de cet espace, on a d’une
part (flA(f)) = k? + a et d’autre part (f|Q(f)) < Ax.n.

vk € [1,n], k* + a < An <k +b. I

On a montré que

c¢) Soit f € Vy_1.

(fQn (f)) = (M (Q(f))) = (M (AIQ(F)) = (fIQ(f)) = (Mn—1 (AIQ(F)) = (fMn—-1(Q(F))) = (fIQn-1(f)).

Soit k € [1,n — 1]. Comme a la question précédente, Vect(e1 n_1,...,exn—1) et Vect(exmn,...,enn) sont des sous-
espaces vectoriels de Vi, tels que Vect(ej n—1,...,exn—1) N Vect(exn,...,en n) contienne un vecteur unitaire f. On pose

n
f= § Xin—-1€in-1 = § Bi,nei,n et on a
i=1 i=k

n k
)\k,n = }\k,n Z ﬁiz,n Z )\1 nB f|Qn( )) (ﬂQn 1 Z )\1 n—1 0(1 n—1 )\k,n—1 Z (xiz,n_I = )\k,n—1-

i=k i=1

Vn>2, Vke [1,n—1], Adeno1 > Men.

II.C - Soit k € N*. La question II.B.2)c) montre que la suite (Ak,n)y > est croissante et la question I1.B.2)b) montre que

cette suite est majorée par k% +b. On en déduit que cette suite converge vers un réel noté Ay. Toujours d’aprés 11.B.2)b),
onavn >k, k¥ +a< Men < k? + b et par passage a la limite quand n tend vers +oo, on obtient Ay € Ij.

Soit de nouveau k € N*. Pour n > k+ 1, on a Ax n < Axq1,n. Quand n tend vers 400, on obtient Ay < Ay41. La suite
(Ax)ken+ est donc croissante.

Partie III - Une suite de valeurs propres de Q

III. A -
/2

IIT.A.1) La fonction U)\ + )\ est de classe C' sur R et ne s’annule pas sur R. En effet, dans le cas contraire, il existe
xo € R tel que ya(xo) =yj(x0) =0 et le théoréme de CAUCHY montre que yx = 0 ce qui n’est pas car y’(0) = VA #£0.

12
Posons alors 1\, = y% + yTA T\ est une fonction strictement positive, de classe C' sur R. Ensuite, la fonction x —

+1iya) est de classe C! sur R a valeurs dans U = {z € C/ |z| = 1}. D’aprés le théoréme de relévement, il existe une

T)\ \/_
. 1 U)\(X)
fonction 6 de classe Cq sur R telle que Vx € R, (

S A wal) = e

Pour x = 0, on obtient en particulier 1 = e*®(®) ce qui montre que 0(0) € 2nZ. Mais alors, la fonction 85 = 6 — 6(0)
li /

g’annule en 0, est de classe C! sur R et vérifie encore _(y_)\ +1iya) = €@ ou ce qui revient au méme, Yr _ T cos Oy et
™ VA VA

Yr =T)x sin 9}\.
IIT.A.2) La fonction (x,0) — VA — 4 sin? 0 est de classe C! sur R? qui est un ouvert de R2. Le théoréme de CAUCHY-

LIpscHITZ permet alors d’affirmer I'existence et 1'unicité de la solution maximale de (Ty).

2
On a déja 0, (0) = 0. Ensuite, 1) = 1/ yT +y% et donc

2 <y—£yA +yxy’)
b\ A Y _ VAU AU _ auayg _ amacosBaAnsin®y gm0
A 21‘)\ 7\T‘}\ 7\1‘)\ 7\1‘)\ \/X A A
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On dérive alors y, et on obtient

. qra .
VAT cos By = Yy = T3 8in0x + 1205 cosOy = —= cos O sin? 0, + TAO, cos Ox.

VA

Maintenant, la fonction 1) ne s’annule pas sur R et donc aprés simplification par rcos@, pour les x réels tels que
cos 0 (x) # 0, on obtient

VA = %smze;\ +6;,

ou encore

0, = VA — %sinzﬁy\.

Maintenant, cette derniére égalité reste en fait valable pour les x tels que cos 8, (x) = 0 par continuité de 0, et 84 sur R.

0l = VA— %sinz B et 6(0) = 0.

II1.A.3) On a vu plus haut que

gsin(20,)
TN=———Ta.
A 2\/X A

I11.B -
IT1.B.1) Soit A >0 et t > 0.

VAt = L(G“X) — V) dx

J|e7\ \/_\dx—J

puis classiquement pour tout réel «, |sin & < || et donc

‘cos (20(A, t)) — cos (Zﬁt)‘ :z‘sm (G(A,t) + \/Xt) X sin (G(A,t) — \/Xt)‘ <2x1x ‘9(?\,‘[) - \/Xt‘ < 2|q7\/|;t

VA >0, Vt € RT, [8(A,t) — VAL| < lallt et ’cos (20(A,t)) — cos (Zﬁt)’ < 2||q”°°t_

VA VA
II1.B.2) Intégrons sur [0,27] 'égalité 05 = VA — ;ﬁ(] — c0s(20,)). En tenant compte de 0, (0) = 0, on obtient
\/_ ] 27
0 (271) = 2V — —— t)(cos(20x(t)) — 1) dt,
A(27) x| ateost2enw) -1
et donc
\/_ ] 27 ] 27 \/_ -I 27T \/_
t)—2m 7\—}——J t dtf—J' t)cos (2VAt) dt :—J t)(cos(20 ) — cos(2V At
) 57 | At soa ] Catteos (2VA) at) = 5| at)(cos(20r (1)
-I 27
< ﬂf ’q(t)(cos(zey\(t)) —cos(Z\/Xt)‘ dt
0
_ ] r"|q| 2jallot o _ 27 lqll3
2V Jo VA A
\/_ 27 1 27 \/_ K
FKeR/VA>0, —2n +—J tdt——J t)cos (2VAL) dt| < —.
/ S5 | At at= o= | Caltjcos (2vAt) at] < 3

II1.B.3) Ainsi, quand A tend vers +o0, on a

-I 27 -I 27
1—mjo qt) dt+ )\J q(t)cos(zx/it) dt+O<)\3/2>]

Maintenant, la fonction q est continue sur R et le lemme de LEBESGUE permet d’affirmer que

27 1 27 1 1
lim J q(t) cos (2\/_’( dt = 0 et donc que ﬂ,[ q(t) cos (Zﬁt) dt+ 0 <‘ 3/2> 0 .
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II1.B.4) a) Il est admis que la fonction A — O(A, 27) est continue sur ]0, +o00[. D’autre part, la question I11.B.3) montre

que lim O(A,27) = +oo. Construisons alors la suite (L )k>k,-
A— 400

0(1,2m)

e Soit ko un entier naturel non nul supérieur ou égal a . Alors, 2komt € [0(1,27), +ool et d’aprés le théoréme des

valeurs intermédiaires, il existe w, > 0 tel que 0(py,, 27) = 2koT.

e Soit k > ko. Supposons avoir construit p,,..., Kk tels que 0 < py, < ... < py et Vp € [ko, K], 0(np,27) = 2pm. La

fonction A — O(A, 27) est continue sur [py, +ool et d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, cette fonction prend

toutes les valeurs de lintervalle [G(pk,ZW),AHm O(A, 2m)[= [2km, +oo[. En particulier, comme 2(k + 1)1t €]2km, +o0],
— 400

i+t Elpk, ool tel que O(pk+1,27m) = 2(k + 1)7.

On a ainsi construit un entier ko > 0 puis, par récurrence, une suite (Hx)x>k, strictement croissante de réels strictement
positifs telle que Vk > ko, 0(wy,27) = 2k

b) La suite (puy) est strictement croissante. Si elle converge vers un réel p, par continuité de la fonction A — O(A, 27)
sur ]0, +ool, la suite (0(wy,27)) converge vers le réel 8(u,27). Ceci contredit klim O(uk,2m) = klim 2kt = +00. Donc
— +o00 —+00

lim px = +4o0. D’aprés I11.B.3)

k— 400
2
2 (k? ) = 0(pk, 2)% — (271 /1 )? (2nye)? | |1 1 Jzn (t) dt + 1 1
4 — ft — fy — _ —
7o ( Hk Hi, Hk oo Hk = N q o ™
2 (7 1
= (Qnym)?|1— J q(t)dt+o( — | —1
k— +o00 47'[},Lk 0 Hx
27
= —ZnJ q(t) dt+ o(1),
0
et donc
5 1 27
-k = — t) dt 1).
wete = o]l des o)
lim (i~ k2) = o
k—+oo 27 |
II1.C -
IIT.C.1) e Pour x € R, posons @ (x) = —0x(—x). @ est dérivable sur R et pour tout réel x,
q(=x) ., qx) . 5 qax) . 5
(x) =0} (—x) = VA — sin? (B (—x)) = VA — = sin?(—@a(x)) = VA — sin x)),
@a(x) =63 (—x) 7 (OA(—x)) A (—oalx)) A (@a(x))
et de plus, @x(0) = —0(0) = 0. Ainsi, @, est solution de (T)) et le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ permet d’affirmer

que @ = 0 et donc que Vx € R, 0x(—x) = —0x(x).
e Pour x € R, posons @y (x) = 0x(x + 27t) — 2kmt. @) est dérivable sur R et pour tout réel x,

q(x)
VA

PA(x) = 0 x+ 27) = VA~ TET i (0 x+ 2)) = VA — L sin o ) + 2em) = VA — L s )
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et de plus, @A (0) = 0x(27) — 2kt = 0. De méme que précédemment, le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ permet d’affirmer
que @ = 0 et donc que Vx € R, 0x(x + 271) — 2kt = 0, (x).

Si A €10, +00lNSp(Q), ¥x € R, 8(A, —x) = —B(A, x) et O(A, x + 271) — 2kmt = O(A, x).

x+27 7 x+27
u(t) dt = J u(t) dt=0et doncJ u(t) dt =
—7T

II1.C.2) Puisque u est impaire et 27t-périodique, pour tout réel x, J
0

x
X

X X+27 X
J u(t) dt —i—J u(t) dt = J u(t) dt. La fonction x — J u(t) dt est donc 2m-périodique.
0 x 0 0

in(20 A
On a vu & la question I1.A.3) que 14 = ur) ot u = qulni\/(X) En tenant compte de 1A (0) = 3 +0 =1, on a donc

J u(t) dt
Vx € R, m\(x) = elo

Maintenant, la fonction g est paire et 27-périodique et d’apres I1.C.1), la fonction sin(20,) est impaire et 27-périodique.
On en déduit que la fonction u est impaire et 27-périodique et donc que 1) est 2m-périodique. D’autre part, u est impaire
X

et donc la fonction x +— J u(t) dt est paire. Il en est de méme de 1.

0
T)\ est 27m-périodique et paire. I

II1.C.3) Ainsi, la fonction sin 0, est impaire et 27-périodique d’apreés I1.C.1) et la fonction ) est paire et 27-périodique
d’aprés I1.C.2). On en déduit que y, = 75 sin 0, est impaire et 27-périodique.

Y est donc un élément non nul de E; (car y;(0) = VA #0) tel que y” + (A — q)y = 0 ou encore tel que Q(ya) = Aya.

On en déduit que
A est valeur propre de Q. I

II1.C.4) Les réels py forment donc une suite de valeurs propres de Q.

Partie IV - Valeurs propres de Q

IV.A -

IV.A.1) a) Soient n € N* puis z, un vecteur propre associé & ay. Les deux vecteurs +—— ” ” sont unitaires, encore
Tl

vecteurs propres de Qy, associés & o« et I'un des deux a une dérivée positive en 0. On peut donc trouver y,, vecteur propre
unitaire de Qn associé & ay tel que y/ (0) > 0.

b) yn est dans V;,, = Vect(sk)1<k<n et donc y}! est dans Vect(—k?sy)1<k<n = Vect(sk)1<k<n = V. Par suite,
Ma(yn) = Yy puis

Qn(yn) =T (Qyn)) =T (=Y + quyn) = =y, + TTnlqyn),
puis

”Q(yn) - (XnynHZ = HQ(yn) - Qn(yn)HZ = H(_yr/{ +qyn) — (_ywll/ + ﬂn(qyn))HZ = ”qyn - nn(qyn)HZ-

vn e N¥, ”Q(yn) - (xnynHZ = qun _nn(qyn)”Z-

IV A.2) Soit n € N*. y, est dans V, et la famille (s;m)1<mgn est une base orthonormale de V;. Donc, yn =
n

(Ynlsm) sm Z bm(yn)sm puis par linéarité de TT,,,

m=1 =1
n n
qyn — Ma(qyn) Z b (Yn)qsm — Z b (Yn ) TTn (dSm) Z b (Yn) [asm — T (gsm)].
m=1 m=1
n
vn e N*, qyn —TTn(qun) = Z bm(Un) [dsm — T (gsm)].

=1
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d) Soient n € N* puis m € [1,n].

1Q(Yn) — anynllz = layn — Mnlqyn)ll2 = Z b (Yn) [gsm — T (qsm)]
m=1 2
< Z [brm (Un)l Hqu *”n(qsm)Hz = Z ‘bm(yn)‘rm,n-
m=1 m=1

Ensuite, d’aprés le théoréme de PYTHAGORE,

T =/ lasm — Tn(asn)[3 = y/lasml3 = [Ma(asm) 3

1 27T 5 5
< lasmllz = %L q?(t) sin®(mt) dt

1

27 5
<y/= t) dt = :
L] ae=al

e) Soient n € N* puis m € [1,n]. Par définition, on a —y” 4+ qyn — Xnyn = 0. On sait que by (y”) = —m?bn(yn) et
donc, par linéarité des coefficients de FOURIER,

*mzbm(yn) +bm(qyn) — anbm(yn) = 0.
f) Soient n € N* puis m € [1,n]. D’apreés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

|bm(yn)‘ = ||(yn|3m)| < HynHZ X ”SmHZ =1x1=1.

Puis,
-I 27
[bm(qyn)l < %J [qa(x)] X lyn(x) dx = (la] [ lynl) < [llalll2 % [lynlllz = llallzllynll2 = llall2-
0
et donc d’aprés e),
‘mzbm(yn” = =bm(qun) + atnbm(yn)l < Ibm(qyn)l + cnlbm(yn)l < ||(1||2 +1 x sup{on, 1€ N} = C.

g) Pour (m,n) € (N*)? tel que m < n, posons Xm n = [bm (Yn)rm n-

e D’aprés f), on a [Xxmn| < Tmn = [|dSm — M (dsm)||2. D’apreés le rappel de cours II.A.1), on a Vm € N*, lirf Tmn =0
mn— +00

et donc Ym € N*, la suite (Xm n)n>m converge et d BT Xmmn =0 =Xm.
n o0

C
e D’aprés f) et d), Ym € N*, ¥n > n, [xm n| < —5 x [|q]l2 = &m. De plus, la série de terme général &, > 0 converge.
m

n 400
D’aprés le résultat admis dans le préliminaire, lim Z Xmn = Z xm = 0. Mais alors, d’apreés d)
n—+oo e e

lim HQ(yn) - (xnynHZ =0. I
n—+oo

Iznllz = 1QUn) — oynll2 < |Q(Un) — nUnllz + lotn — &|lynllz2 = [|Q(Un) — XnUnll2 +lan —«| — 0.

n—+oo

IV.A.2) a) Soit n € N*.

lim ||Zn||2 =0.
n— —+oo

b) Notons x le wronskien de la famille (u,v). On a donc w = uv’ — u'v. Mais alors, w est de classe C! sur R et

w =w” +uv —uv' —u’"v=u((q — x)v) —v((q — t)u) = 0.
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Ainsi, la fonction w est constante sur R et donc Vx € R, w(x) = w(0) = 1.

Vx € R, u(x)v/(x) —vu/(x)v(x) = 1.

¢) yn est solution sur R de ’équation différentielle y” 4 (x—q)y = —z (E). Les solutions de ’équation homogéne associée
sont les fonctions de la forme Au + pv, (A, 1) € R2.

Déterminons alors une solution particuliére de (E) par la méthode de variations des constantes : on sait que (E) une
Mu+pu'v=0
AMu' + v =—z,
systéme vaut uv’ —u'v c’est-a-dire 1 d’aprés b). Les formules de CRAMER fournissent alors

solution sous la forme y = Au+ pv ou A et u sont des fonctions vérifiant { . Le déterminant de ce

A =

0 v
= —Uuzn,

—zn V'

, u 0
=vzp et p' = W oz
n

X X

v(t)zn (1) dt, pu(x) = —J u(t)zy (t) dt puis

et on peut prendre pour tout réel x : A(x) = J
0

0

i) = ulx) L V(U)zn (1) dt — v(x) JO W)z (t) dt :J (Whv(t) — vu(t))za (1) dt.

Ainsi, il existe deux réels A et p tels que Vx € R, yn(x) = Au(x) + pv(x) +J' (u(x)v(t) —v(x)u(t))zn(t) dt ().
0
x = 0 fournit 0 =A 4 0 (car yn est impaire) et donc A = 0.

Pour obtenir la valeur de p, on dérive puis on évalue en O :

X

<Jx(u(x)v(t) —v(x)u(t))zn(t) dt> = (u(x) Jxv(t)zn(t) dtfv(x)J' u(t)zn(t) dt>

0 0

:u’(x)J v(t)zn (t) dt—v’(x)J u(t)zn (t) dt.
0
Cette dérivée s’annule en 0 et donc en dérivant (x) puis en évaluant en 0, on obtient y;, (0) = w’(0) = p.

On a montré que

X

K(x,t)zn(t) dt ou K(x,t) = u(x)v(t) — v(x)u(t).

d) Soient (a,b) € R? tel que a < b puis k et 1 des entiers relatifs tels que 2kt < a < b < 2lrt. Soient n € N* et x € [a, b].
D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a

2km

2l 2l 217
|fn(x)|<J |K(x,t)||zn(t)|dt<\/Lk K2(x, 1 dt\/Lk 22 (1) dt.

Maintenant, pour (x,t) € [2km, 2172, [K(x, t)| < [u(x)[[v(t)] + () v(x)] < 2|[ulls,2xm 2071 [IV]lso, 2K, 2071 €t done, puisque
zZn = =Y/ + qyn — ayn est 27-périodique,

27
I (x)] < 24/2(1 = K) 7| W] oo 12k, 2170 V]| 00 . [2K0,21m0] \/(1 —k) J ZZ(t) dt

= 270V2(1 = K)o 210, 201 [Vl o (20, 271 |20 | 2,

et donc

1nlloo,a,b) < 270V2(1 = K) [l oo, 125,207 V] oo, (2K, 207 |2 |2 7., O dapres a).

La suite de fonctions (f;, )neny converge uniformément vers O sur tout segment de R.

0

27 27
) \/ L (Yn () — YR (O)v(x))? dx = \/ j fa(x) dx < V2| fullo, 020 1 O.

Mais alors 1= 4 O)[V]2] = llynll2 = Iy (OM2] < [yn — 4 (OMl2 = 0. Par suite, puisque y}(0) > 0 et que v £0,

lim y/(0) = lim [y.(0) = L
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. v 1 .
f) Soit I = [a,b] un segment de R. |lyn — MHOO,I < lyn — YL (0V|lso,1 + YL (0) — WHM‘W‘I il 0. La suite de

fonctions (Yn)n>1 converge donc donc uniformément sur tout segment vers la fonction qui est de norme 1.

vll2

En particulier, la suite (yn)nen converge simplement sur R vers la fonction . Puisque chaque fonction y,, est 27m-

IvIl2

W puis de v. D’autre part, v est impaire et de classe C? sur R.
V]2

En résumé, v est un élément de E; non nul tel que Q(v) = av ce qui montre que

« est une valeur propre de Q. I
IV.B -

IV.B.1) Soit (k,1) € (N*)? tel que k < 1. La suite (ex neln)n>1 converge uniformément vers exey sur [0,27]. En effet,

périodique, il en est de méme de

lexloo ller — et nlloo + llex — ex nlloo et nllco

|
llexlloo[ler — et nlloo + llex — ek nlloo ([[€t]loo + letn —etllw) — 0.
n— +oo

|lexer — ex netnlloo <
<

Par suite,

7T 0 7T 0 n— +o00 n— +oo n— +o00

27 27 27
(exler) = lJ ex(x)er(x) dx = lJ lim exn(x) lm ey n(x) dx= lim (lJ exn(x)ern(x) dx)

= lim (exnlern) = Lm Oy =dk..
n— +oo n— +oo

La famille (ex)k>1 est orthonormale.

On sait déja que la suite (Ax)k>1 est croissante. Il reste a vérifier que les A sont deux a deux distincts. Mais si pour k # 1,
on a Ax = Ay, alors le sous-espace propre de Q associé & Ak contient Vect(ey,er) qui est de dimension 2 puisque la famille

(ei)i>1 est libre d’aprés ce qui précéde. Ceci contredit le fait que les sous-espaces propres de Q sont des droites d’aprés
LA.2).

La suite (Ax)x>1 est strictement croissante.

IV.B.2) a) En adaptant la relation (1), on obtient m?by(€x.n) + bm(dex.n) — Ak nbm(exn) = 0 et donc

‘Ak,n *mz‘ X ‘(ek,n Sm)l = |bm(qek,m)|-

Maintenant, d’aprés I1.B.2), Ay n = a+ k% > m?2 et donc Ak n —m?| = Aen — m? > a+k? —m? > 0. D’autre part, on a
vu en IV.A.1)f) que [bm(gex,m)| < ||q]2- Ainsi, (a +k? — m?)|(ex.nlsm)| < ||q]|2 avec a + k? —m? > 0 et donc

lall2
a+k?—m?’

(e nlsm)| <

b) Soit m € N*. Pour n > m, s,y € Vi, et la famille (e1 n,...,enn) est une base orthonormée de V;,. Donc,
n
2
vnzm, 1= sml3 =) (exnlsm)”.
k=1

Pour n > m et k € [1,n], posons xx n = (ek,nlsm)z. On définit ainsi une suite (Xk n)n>m,1<k<n-

e Pour chaque k € N*, la suite (ex nSm)n>k converge uniformément vers exsm sur le segment [0, 27]. par suite, comme
plus haut, ngrfoo (ek‘n\sm)z = (eklsm)2 = Xk.

e Pour chaque k € N* et chaque n > Max(k, m), si k2 + a < m?, on a Xk nl = (ekynlsm)2 < Hek,nH%HSmH% =1 et si

w. En résumé,
k? 4+ a—m?

kz—i-a>‘mz,ona\xk,n <
Tsik? +a<m?
< lall2
2 2
k10+a m

vn > m, Vk € N*| [xy n

Sk tasm? ok
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La série de terme général &y converge et d’aprés le résultat admis dans le préliminaire, la série de terme général x, =
2
(ex|sm)” converge et

“+o00 n

Y (exlsm)? = lim Zxkn— lim Y (ermlsm)® = [sml2 = 1.

n— +oo n— +oo
k=1 k=1

+oo
vmeN* 1= |sm|2= Z (exlsm )’

k=1

Ensuite, pour n > m,

n n n +o0o n +oo
Ism — > (exlsmexl|s = llsmll3 =2 (elsm)®+ Y (exlsm)® =D (exlsm)® — ) (exlsm)®* = D (exlsm)*.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=n+1
n
[sm — Z(eklsm)ekH% est donc le reste a ordre n de la série convergente de terme général (ex|sy)?. On en déduit que
k=1 N
2
nBrJIrloo Ism — ];(eklsm)ekﬂz = 0 et finalement que
n
dim flsm = D (exlsm)en]2 =0.
k=1
IV.B.3) Soit f € E telle que Yk € N*, (flex) = 0. Soit m € N*. Pour chaque n € N*, on a
n n n n
[(flsm)| = ‘ (flsm — ) (exlsm)ex + Z(eksm)ek> ‘ = ‘ (fsm — Z(eksm)ek> < Ifll2llsm — D (exlsm)exll2.
k=1 k=1 k=1 k=1

En faisant tendre n vers 400, on obtient |(f|s;m )| < 0 et donc (f|sym).

Ainsi, f est orthogonal a chaque s, et puisque la famille (s;)men+ est totale dans E (par la formule de PARSEVAL), f est
nulle. On a montré que

la famille (ex)xen+ est totale.
IV.B.4) Supposons par I'absurde qu’il existe une valeur propre A différente des Ak. Soit e un vecteur propre associé a A.
D’apreés I1.A.3), pour chaque k € N* on a

Alelex) = (Q(e)lex) = (elQ(ex)) = Ax(elex).

Mais alors, pour chaque k € N*, (A — Ay )(elex) = 0 et donc (elex) = 0. Puis la famille (ex)x>1 est totale, on en déduit
e = 0 ce qui est absurde.

Les valeurs propres de Q sont exactement les éléments de la suite (Ay)i>1.
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Partie V - Comportement asymptotique

V.A -

1 27
V.A.1) Puisque g n’est pas constante, la fonction q— a est continue positive et non nulle sur [0, 27t] et donc 7 J (q(t)—
0

27 27
a) dt > 0 ou encore = Jo q(t) dt > a. De méme, = Jo q(t) dt < b.

-I 27
a< %J' q(t) dt < b.

0

b—a—1 b—a—1
V.A.2) a) Soit k > ko. [k NIk 1 =0 S b+k2 <a+ (k+12 &k > + Soit Kk :Max{ko,(+)}.

Pour k > kj,onab+k? <a+ (k+1)% et donc Iy NIy = @.

Jky > ko/ Vk 2 k1, Ik NIkqq = 2.

b) D’aprés I11.C.4), chaque py est une valeur propre de Q et donc d’aprés IV.B.4), chaque py est P'un des Ay.
1 27
Maintenant, d’aprés 11.B.4)b), klilf (ue — k%) = ﬂJ' q(t) dt €]a,b[ d’aprés V.A.1). Donc pour k grand, a + k? <
— +00 0
e < b+ k? ou encore py € Iy.. Mais les Iy sont deux a deux disjoints pour k grand et donc pour k grand, Iy ne contient
que Ak et k. On en déduit que pour k grand, A = .

] 27t
Mais alors, quand k tend vers +oco, Ak = px = k% + EJ q(t) dt+o(1).
0

] 27
Ak k2 + J q(t) dt+o(1).
0

ka_+oo 21
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