SESSION 2007

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES II. FILIERE MP

Partie I - Cas d’un hyperplan de L(E).
A -
. A. 1) Soit a € L(E). Puisque la base (e) est orthonormeée, la i-éme coordonnée du vecteur a(e;) dans la base (e) est

—

I
I
(efla(e{)) et donc

I. A. 2) Soit (a,b) € (L£(E))?. Notons (ai j)1<ij<n (resp. (bij)i1<ij<n) la matrice de a (resp. b) dans la base (e). Puisque
la base (e) est orthonormeée, pour j € [1,1], on a

(e/la*b(e))) = (a(e),b(e)) = ) aisbiy,

et donc

On reconnait alors le produit scalaire canonique sur £(E) et donc

({, )) est un produit scalaire sur £L(E).

On notera dorénavant F- I’orthogonal d’un sous-espace F de £(E) pour ce produit scalaire.

I. A. 3) Soit (a,b) € S(E) x A(E).
(b, a)) = Tr(b*a) = —Tr(ba) = —Tr(ab) = —Tr(a*b) = —((a, b)),

et donc ({a,b)) = 0. Ainsi, (S(E))* C A(E) et puisque d’autre part on sait que S(E) et A(E) sont supplémentaires,

I.B -
I. B. 1) a) On a bien sur Ker(a) C Ker(a*a).

Inversement, soit X €E.
X € Ker(a*a) = a*a(¥) = 0 = (¥Xla*a(¥)) =0 = (a(¥)la(¥)) =0 = a(¥) = 0 = ¥ € Ker(a),

et finalement, Ker(a) = Ker(a*a). Avec le théoréme du rang, on en déduit encore que rg(a) = rg(a*a).

Va € L(E), Ker(a*a) = Ker(a) et rg(a*a) =rg(a).

b) a*a est un endomorphisme symétrique car (a*a)* = a*(a*)* = a*a. D’aprés le théoréme spectral, le polyndome

caractéristique de a*a est scindé sur R et a*a est diagonalisable. En particulier, ’ordre de multiplicité de la valeur propre
0 est dim(Ker(a*a)).
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Mais
dim(Ker(a*a)) =dim(Ker(a)) =n—r<n—1<mn,

et donc

a*a posséde au moins une valeur propre non nulle. I

c) e On a bien sir Im(a*a) C Im(a) puis, comme ces sous-espaces ont méme dimension finie, Im(a*) = Im(a*a).

e Puisque a*a est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral, on a E = ( S E(?\i)) @ Ker(a*a). En particulier, la
1<i<s

s
somme Z E(Ai) est directe et dim < &) E(?\i)> =dim(Im(a*a)).

1<i<s

1 1
e Pour 1 € [[1,s] puis X €EM), X = —a*a(¥X) = a*a ()\—7) € Im(a*a). Ainsi, Vi € [1,s], E(A;) C Im(a*a) et donc
i

@ E(A) C Im(a*a).

1<i<s

En résumé, @ E(A;) C Im(a*a) et dim ( ® E(?\i)) =dim (Im(a*a)) < 00 et donc & E(A;) =Im(a*a).

1<i<s 1<i<s 1<i<s

d) Soit A une valeur propre de a*a et X un vecteur propre associé.
M2 = AX[X) = (@a(X)[X) = (a(X)]a(X)) = [la(X)]I,
et puisque [|x|? >0,

la()]|?
e
x>

Ainsi, les valeurs propres de a*a sont des réels positifs. On rappelle alors que le rang de a*a est r et que a*a est
diagonalisable. On peut donc classer les valeurs propres de a*a de sorte que les r premiéres soient strictement positives

et les 1 — 1 derniéres soient nulles et on note pWy,..., W, les racines carrées de ces valeurs propres. On a donc Sp(a*a) =
(uf,...pn2,u ... pd) avec iy #0siie [1I,r] et py =0sii>r.
D’aprés le théoréme spectral, il existe une base orthonormée (e1,...,en) de E telle que Vi € [1,n], a*a(er) = pfe_f.

- 1 -
e) Pour i € [1, 1], posons f; = —a(ei) et vérifions que (f; Ji<i<r est une famille orthonormeée.
i

Soit (1,j) € [1,7]?.

- = 1 . 1
(filf;) = —(a(&)a(&)) = —(&{la*a(e])) = ——(&llnfe]) = 2815 = 8y 5.
Hi Ly Hi 1y Hily Hi
La famille (f;)1<i<r est bien une famille orthonormée. On la compléte en une base orthonormée (f; )1<i<n de E. Puisque
<i< w <i<
les i sont nuls pour i > 1, par construction on a : Vi € [1,n], a(e_f) = fi.
: . s . — -
Il existe une base orthonormée (fi)i<i<n de E telle que Vi € [1,n], a(e{) = p;fi.

I. B. 2) Soit u ’endomorphisme de E défini par Vi € [1,n], f_1> = &;. L’image par u d’une base orthonormée de E est

une base orthonormée de E et donc u € O(E).
De plus, Vi € [1,n], ua(e_f) = uie_f. Ainsi, 'endomorphisme ua diagonalise en base orthonormée et ses valeurs propres
sont des réels positifs On en déduit que ua € S*(E).

Enfin, Tr(ua) Zp1>0

Va € L(E)\ {0}, Ju e O(E)/ ua € ST (E) et Tr(ua) > 0.
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I. C - On supposera n > 2.

I. C. 1) Soit v 'endomorphisme de E tel que Vi € [1,1], v(ei) = ey avec la convention én17 = e7 puis h = vu. Puisque
v transforme une base orthonormée en une base orthonormée, v € O(E) et puisque (O(E),o) est un groupe, h € O(E).
Enfin, pour i € [1,n],

ha(ef) = piv(e)) = wiei € (Vect(er))’.

I. C. 2) Mais alors,

((h*,a)) = Tr(ha) = i(e?ma(e?n =0

i=1

et donc h* € at = H. Enfin, h* = h~! € O(E) car (O(E), o) est un groupe.

Tout hyperplan H de L(E) contient un automorphisme orthogonal.

Partie II - Cas ou dim E = 3.

II. A -
II. A. 1) On compléte la famille orthonormée (?) en une base orthonormeée directe (T} ?, ?) de E. On a

)

((a,p)) = (Tla'pz (D)) + (3 lapz (5)) + (Kla*p (K)) = (Kla*(

Va € L(E), ((alps)) = (a(X), X).

II. A. 2) Soit X € E. Posons X; :pf(?) et X3 =% fp?(Y)). On a

X3) =x1+ (cosﬁx_z> +sin6(?/\x_z>))
+C059(7—p?(?))+sin9 (?/\7)

et donc

To 3 =COS 0Ide + (1 —cosO)py +sinbw.

Maintenant, ((a, Ide)) = Tr(Idta) = Tr(a) et ({a,p=)) = (K |a(k

2 )) d’aprés la question précédente. Donc

Va € L(E), {(a,1y 3)) = cos8 Tr(a) + (1 —cos ) (?, a(?)) +sin0((a, wp)).

IT. A. 3) Montrons que w+ € A(E). Soit (X, € E2.

v
(wp (R)T) = (KARIT) = K, %, 91 =K, 7, % = ((

=l
>
<]
=]
[
iR
=]
B
|
=

Ainsi, wy € A(E). On sait d’autre part que py € S(E). Comme A(E) = (S(E))*,

siaeS(E), (a1, =)) = cosB Tr(a) + (1 — cosB) (?,a(?)) et siac A(E), (a7,

0,¥

II. B -
I1. B. 1) Montrons que la famille (s, V) est libre. Soit («, ) € R2.

as+ pv=0= Tr(as + pv) =0 = «Tr(s) + pIr(v) =0 = « = 0.
Il reste alors pv = 0 et donc B = 0 car v # 0. Ainsi, la famille (s, v) est libre.

On en déduit que dim(V) = dim(L(E)) — dim(Vect(s,v)) =9 —-2=7.

dim(V) = 7.
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II. B. 2)

> (m(z)):% > ) e (Els(e)

ee{—1,1}3 e€{—1,1}3 1<1,j<3

1 > 1

=3 X (Zs%<a|s<a)>)+§ S [ e (&ls(e)
ee{—1,113 \i=1 ec{—1,113 \ i#j

1 1

=3 2 TWEeH+3) | X e | (€s(E)
ec{—1,113 i#j \ee{—1,1)3

Maintenant, card({—1,1}® = 8 et donc Z Tr(s) = 8Tr(s) = 8. D’autre part pour i # j, par symétrie des roles,
ee{—1,1}3

Y ooeg= ) ae=TxT4IxT41x (=) +Tx (=) =TxT=TxT=Tx(=1)=1x(=1)=0.
ee{—1,1}3 ee{—1,1}3

Fianlement,

ee{—1,1}3

II. B. 3) a) Soit (e) = (e7,e3, 6_3)) une base orthonormée formée de vecteurs propres de v et (A1,A2,A3) la famille des
valeurs propres associées. (e) existe car v est symétrique. Pour ¢ € {—1,1}3, on a

1 8
b) Si pour chaque ¢ € {—~1,1}3, on a ()C)\s(x_g)) > 3 alors Z (x_g\s(x_g)) > 3 ce qui contredit le résultat de I11.B.2).
ee{—1,1}3

1 -
Donc, 'un au moins des vecteurs Xe est tel que (x_g\s(x—g)) < 3 On le note k.

1
? est un vecteur unitaire, vérifie (?, v(?)) =0et (?, s(?)) < 3 Enfin, puisque s est positif, on a aussi (?, s(?)) > 0.
¢) Soit 8 € R. D’aprés la question I1.A.3)
((v,1y 2)) = cos B Tr(v) + (1 —cos ) (?,v(?)) =0.

D’autre part,

<<S’T9,T<'>> =cos0 Tr(s) + (1 — cos0) (?,s(?)) = (?,s(?)) + cos© (1 — (?,s(?))),

et donc
(¥,s())
(6 ) =0 om0 = s
Maintenant, la fonction f : x — —7 ix =1- ] 1x réalise une bijection de [0, %] sur [f(%),f(O)] = [—%,O] cl—1,0].

1
Comme (?, s(?)) € [0, g], I’équation (*) admet au moins une solution 6 € [g,ﬂ[.
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Pour ce réel 6, on a <<s,re‘?>> = ((v,re‘?» =0 et donc ToR €V

W e 5,ml/ Ty €V

0,

H
II. B. 4) a) Soit k un vecteur unitaire. Puisque s est symétrique et que Tr(s) = 1.
— =
(.m0 = —1+2 (als(i)).

On rappelle maintenant que s est symétrique positif, de rang au plus 2 et de trace 1. Soit alors (e) = (6_1),6_2),6_3)) une
H

base orthonormée de E formée de vecteurs propres de s, e3 étant dans le noyau de s. Quite & remplacer k; par —kq, on
supposera que ¢1 > 0.

Posons alors k_z> = sgn(ar) 6_1) + ng};ﬂ e_z). k_2> est unitaire et ses coordonnées sont de mémes signes que celles de k_1> De
plus,
— = sgn(a) —  sgn(az) (sgn(m)_) sgn(az)_)> )
kals(k ) = < ey + €2,$ eq + e
(izls(ie2) g At s (e 2E))
1
=5 ((als(e_f)) + (e—z>|s(e_z)))) (car (e) est orthonormée et car Vi € [1,3], s(ei) est colinéaire a e;)
1
= 5 ((&ls(e) + (e21s(e3)) + (e3]s(e3))
1 1
= z TI‘(S) = z
Mais alors

(s, ) = —1+2 (als(ia)) =0,

— .
et le vecteur k, convient.
1 1
b) La fonction t — 2ta3 + (1 — 2t)a? est affine sur [0, z] et ses valeurs aux bornes de [0, z], a savoir a? et a3, sont
1
positives. On en déduit que la fonction t — 2ta3 + (1 — 2t)a? est positive sur [0, z]. La fonction a est donc définie sur

1
[0, z] puis sur [0, 1] par symétrie. De méme, les fonctions b et ¢ sont définies sur [0, 1] et finalement

la fonction t — ?(t) est définie sur [0, 1].
Pour t € [0, =],

(0)) = (a(t))? (&, s(&]) + (b(1))? (&, 5(23)) + (c(t))? (&3, 5(e3))

)) + (2tb3 + (1= 2t)b7) (€3, s(€3)) + (2te3 + (1 —2t)c7) (€3, 5(3))
(e2,5(e2)) +¢3 (e3,5(e3)))
(e,5(e2)) + 7 (&, 5(e3)))

1 1
Maintenant, (1<_1>|s(l<—1>)) €10, =] et (k_2>|s(k_2>)) =5 Donc, puisque 2t > 0 et 1 —2t > 0,
1

Q U—ﬁﬂemrl

H
k1 7

(Kros(k @) =bar { (i2ls(i2))  2), (Fals

Mais alors, a l'aide de la fonction f de la question I11.B.3)c),

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



existe et est élément de [—1,0].

1
On en déduit que la fonction t +— 6(t) est définie sur [0, Z] puis sur [0, 1] par symétrie.

La fonction t — 0(t) est définie sur [0, 1].

¢) Soit t € [0, %].

- — —
[ X ®)? =2t(a3 + b3 +c3)+ (1 —2t)(a? +b% +c3) =2tk |2+ (1 = 2t) ks[> =2t +1 -2t = 1.

1
Ceci reste vrai pour t € [z, 1] par symétrie et donc

vte 0,1], [ K] =1.

1
Soit t € [0, z]. D’aprés la relation (1),

1
ce qui reste vrai si t € [Z, 1] par symétrie.

vt e [0,1], ((s,p(t))) =0.
1 . — — s
d) e On note 8; = 0(0) (resp. 62 = 0 3 ) le réel associé a kg (resp. k2). D’aprés I1.B.3)c), 67 € [E,T[[ et d’apres
ILB.4)a), 02 = .

1 1 1 1"
e La fonction a est continue sur [0, z] et sur ]z, 1]. De plus, pour t > 5 a(t) = a(l —t). On en déduit que a <§ > =

2 2 2

1~ 1 1
a <— > =a <—) et la fonction est également continue & droite en =. Ainsi, la fonction a est continue sur [0, 1]. Il en est
_)
de méme des fonctions b et ¢ et finalement de la fonction k.

— —
(Kwls(x @) : :
e La fonction t — = — est continue sur [0, =] et sur ]=, 1] en tant que quotient de fonctions continues sur
2 2
(K@is(en) -1
1 1
[0, =] et sur ] =, 1] dont le dénominateur ne s’annule pas sur [0, =] et sur ]z, 1]. Il en est de méme de la fonction 0. De plus,

+ —
0 (% ) =2n1—0 (% ) =2n—m=m=20 (%) La fonction 0 est donc continue sur [0, 1].

e Soit t € [0, 1]. Puisque a est antisymétrique, Tr(a) = 0 et donc Tr(vq) = Tr(v) = 0. On en déduit que
H
k

X

(1), v)) = ((p(6),v1)) + ({p(t), @) = (1 = cos(B(1))) (K (v (K (1)) +sin(0(L) ({a, wrz ) (+)

- -
Puisque la fonction k est continue sur [0, 1], il en est de méme de la fonction t — ({a, w]—g(t))) = Z (e_f\a*( k(t) A e_f))
i=1
Finalement

la fonction t — ((p(t),v)) est continue sur [0, 1].
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e Ona K(0) = K(1) = ki. Puis 8(0) = 81 et 8(1) = 27t — 0;. Ainsi, sin(8(1)) = — sin(6(0)). Mais alors, d’apres (*)
((0(0),v)) = (1= cos(81)) (ki )ivi (k1)) +sin(81){(a, i) = sin(81)((a, w)) = —((p(1),V)).

Puisque la fonction t — ({p(t),v)) est continue sur [0, 1] et prend des valeurs de signes contraires en 0 et 1, le théoréme
des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que la fonction t — ({p(0),v)) s’annule au moins une fois sur [0, 1]. Ainsi, il
existe un réel t tel que <<r9(t) ﬂ(t),v)) = 0. Comme d’autre part ((r, —>(t),s)) = 0 d’aprés la question précédente, pour

K (1), k
ce réel t, Tor) %) € V.

(),

1l existe t € [0, 1] tel que To). R € V.

II. C -
I1. C. 1) Soit V un sous-espace de L(E) de dimension 7. Posons W = V.

e W est de dimension 2. Soit donc (f, g) une base de W.
e Montrons tout d’abord que W contient un endomorphisme a de rang r tel que 1 < r < 2. Si f n’est pas inversible, a = f
convient. Sinon, le polynome

P(A) = det(g + Af) = (detf) x det(f~"g + Aldg) = det(f) x x¢-1 g(—A)
est un polyndme & coeflicients réels de degré 3 et admet donc au moins une racine A dans R. L’endomorphisme a = Apf+g
est alors non inversible, mais n’est pas nul car la famille (f, g) est libre.

Dans tous les cas, W contient un endomorphisme a de rang r tel que 1 < r < 2. La question 1.B.2) fournit alors un
automorphisme orthogonal u tel que "endomorphisme s’ = ua soit symétrique positif de rang au plus 2 (car rg(s’) = rg(a))
et tel que Tr(ua) > 0.

On compléte alors la famille libre (a) de W en une base (a,b) de W. Soit h € L(E).

heV & ((ha) = (b)) =0& ((hu's)) = ((h,b) =0
& Tr(h*u™'s’) = Tr(h*b) = 0 & Tr((uh)*s’) = Tr((uh)*ub) = 0 (car u~" = u*)
& ((uh,s”)) = ((uh,ub)) =0 & uh € (s’,ub)*.

Ceci montre que uW = Vect(s’, ub) ou encore que W = u~"Vect(s’, ub). Posons V' = (s’,ub)*.

e Montrons que (V’)* contient un endomorphisme s symétrique positif de rang au plus 2 et de trace égale a 1 et aussi un
endomorphisme v non nul de trace nulle.

Soit s = To( /)S/. s est un endomorphisme symétrique positif de trace 1 et s € (V’)* car (V/)* est un sous-espace de
r(s

L(E). Soit ensuite v = ub — Tr(ub)s. v est dans (V’)* et de plus Tr(v) = Tr(ub) — Tr(ub)Tr(s) = 0. Enfin, v # 0 car
(s,ub) est libre.

D’aprés la partie ILB., il existe une rotation p dans V' = (s’, ub)*. Mais alors h = u ™' p est un automorphisme orthogonal
car (O(E), o) est un groupe et h € V car uh € V'.

Tout sous-espace de L(E) de dimension 7 contient au moins un automorphisme.

II. C. 2) Soit ( e_1>, e_2>, e_3>) une base orthonormmeée de E. Considérons V ’ensemble des endomorphismes de E qui s’annulent
en ;. V est constitué des endomorphismes dont la matrice dans la base (e_f, e_2>, e_3>) est de la forme

) (a)b)ci d) e) f) E RG?

o o o
o o 0
-~ O

et est donc un sous-espace de L£(E) de dimension 6. Mais tous les éléments de V ont un noyau non nul et donc aucun des
éléments de V n’est un automorphisme de E.

Un sous-espace de L(E) de dimension 6 ne contient pas nécessairement un automorphisme orthogonal.
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