SESSION 2007

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES I. FILIERE MP

Partie I - Questions prélimininaires

I.A - Question de cours. Théoréme d’interversion des limites.

e Montrons que la suite (£, )nen est une suite de CAUCHY.
Soit € > 0. Puisque la suite de fonctions (un)nen converge uniformément vers la fonction U sur I, la suite de fonctions
(Un )nen est uniformément de CAUCHY. Il existe donc un rang ng tel que pour tous entiers naturels n et p supérieurs ou

égaux & No, |un —Uplle < 3
Soient alors n et p deux entiers naturels supérieurs ou égaux a ng. Il existe deux voisinages Vi et V, de a tels que pour

X €ViNT, un(x) — o] < % et pour x € Va N1, [up(x) — &p| < % Soit xo € V4 N V2 N 1.

£ £ £
| — Qp\ < —un(xo0)l + un(xo) *up(XON + |up(Xo) - £p| < 3 + 3 + 3 = E&.

On a montré que : Ve > 0, Ing € N/ V(n,p) € N?, (n > ng et p > np = |n — &, < €). Ainsi, la suite ({n)nen est une
suite de CAUCHY et donc converge puisque R ou C sont complets. Notons { sa limite.

e Montrons que lim U(x) = £.
XxX—a
. . . 2 . P ~ E
Soit ¢ > 0. Il existe un rang n; tel que pour n entier naturel supérieur ou égal a ny, ||U — un | < 3 et un rang n, tel

. P 2 N €
que pour M entier naturel supérieur ou égal a ny, |, — € < 3

Soient ng = Max{ni,n;}. Pour tout réel x de I, on a
2e
[U(x) = < JU(x) = wny O]+ ung () = lng [+ ny — 4 < 5t [Un, (%) = €n, |-

I3
Maintenant, il existe V voisinage de a tel que pour tout réel x de VNI, [un, (x) — €y, | < 3 Pour tout réel x de VN1, on

a alors
2e ¢
[U(x) —{ < ?‘Fg =¢.
On a montré que : Ve >0, Ve ¥(a)/Vx el (x € V= |U(x) —{ < ¢) et donc que lim U(x) = {.

XxX—a

t
I.B - Soit t € [T,+oo[. Posons n = E (T) de sorte que nT <t < (n+1)T (car T> 0). On a n € N* et puisque g est
T-périodique,

t t

e Vg(y +pT) dy +J' et xg(x) dx
nT

t nl o (p+)T _ n-1 T
J et xg(x) dx Z J et *g(x) dx +J e *g(x) dx = Z e‘kaJ
0 p=0 pT nT p=0 0

t 1 (DT 1 (7 11t .
Déja, J lg(x)| dx < ¥J lg(x)| dx = —J' lg(x)| dx et donc lim —J' e g(x) dx =0. 11

0 t—+4oo t nT

10 .
- J et xg(x) dx
t nT

1 T n—1 )
reste & déterminer lim -— (J e Vg(y) dy) Z(elkT)p

to+4o0o t
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KT —
e Si kT € 2nZ, posons K = > On a d’une part Z (e*T)P = n et d’autre part,
p=0

T T
J e g(y) dy :J e Vg(y) dy = T x ¢ k(9),
0

¢ done T”%'()d TH(“”)P g o 1= ™ g et done im ™ = 1. Ansi
e OnCt Oe g(y) dy 1;)6 —tc_Kg. r, : t e onctjrilm = 1. Ainsi,
1t KT
ikt e2nZ, lim — | e dx =c_ 1K=—.
si kt € 27 Jim Le g(x) dx =c_k(g) ou o
) n—1 . 1 Aieiknt
o SikT ¢ 2nZ, et*T £ 1 et Z(elkT)p:ﬁ.Mais alors
p=0 —°
1 ' ik p ikT ("
— 1Ky 1 P < = _
(] et ay 3 ) <t ol eyt

t

kT
c x(g)ouK= o si kT € 2nZ
0si kT & 2nZ

e xg(x) dx = {

1.C - Soit t €]0, +oco[. Puisque f est continue sur R et de classe C' par morceaux sur R, on sait que la série de FOURIER

de f converge normalement vers f sur R et donc la suite de fonctions Sy, DX e Z ck(fle ™ n € N, converge

k=—m

uniformément vers f sur R. .

1 (" 1
Posons alors Vt €]0,+ool, U(t) = ¥J f(x)g(x) dx et Vt €]0,4o0[, Yn € N, u,(t) = ¥J Sa(f)(x)g(x) dx. Puisque la
0 0
fonction g est continue par morceaux sur R et 27t-périodique, g est bornée sur R. Pour t €]0, +oo[ et n € N, on peut alors

écrire

U] = (00 < 3 | 1) = S (w1 lg ()l de < ¢ 1 = S (Pl gl = 1 = S () o

et donc

U= unlleo < [If = Sn(f)lollglloc ——_ 0.

Ainsi, la suite de fonctions (u,, )nen converge uniformément vers la fonction U sur R. D’aprés le théoréme d’interversion
des limites redémontré en I.A -

1 (.
lim U(t) = lim Z ck(f) lim —J e g(x) dx.

t—+o0 n——+oo t%+mt 0
k=—m

T
1.C.1) Supposons = ¢ Q. Alors, Yk € Z*, kT ¢ 2nZ. D’aprés I.B -, on a alors

] t . ] t
lim U(t Z ck(f) lim —J e g(x) dx = co(f) lim —J g(x) dx = co(f)co(g).

t— +o0 t—>+oo tJo

Sl—gé(@

ta+oo t

2pm
1.C.2) On suppose que T = % ol p et g sont des entiers naturels non nuls et premiers entre eux. Pour k € Z,

kT € 2nZ & kp € qZ & k € qZ d’aprés le théoréme de GAUSS puisque p A q = 1.

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



D’aprés I.B -, on a

+o00 t +o00 t
. _ . 1 ikx _ 3 1 jax
Jim () = 3 ck(f)tgglm;joe 9(x) dx—j:§7 c)q(f)tgglm;joe glx) dx

+00 oo
= Z Ciq(fle_jqT/27(9) = Z Cjq(fle—jp(9).

j=—o0 j=—o0

. T _p o B ) 1 t B +o00
Si 32 = B ) € (VR pAa =T, lim 1| fix)gh) dx= Y cuglfeosyla)

k=—00

lim lJ f(x)g(x) dx > co(f)co(g).

Partie II - Equation différentielle

II.A - Soit k € Z.

2i

]
ck(cp):—f b(tle > F*t dt = colerd).

0

IL.B - Soit & =y§ +cola)yl +co(b)yo. On sait que yo est de classe C? sur R et T-périodique et donc ¢ est continue sur
R et T-périodique. D’aprés la formule de PARSEVAL, ¢ est nulle si et seulement si tous ses coefficients de FOURIER sont
nuls.

Soit k € Z. Par linéarité des coefficients de FOURIER, on a

ck(P) = colexd)
= colexyy) +cola)eolexyy) + co(b)eolexyo) = col(T)colexyy) + cola)co(exys) + colb)eolexyo)
10t T
= tglfoo " Jo ex(x)(yg (x) + a(x)yg(x) + b(x)yo(x)) dx (d’aprés 1.C.1) car I ¢ Q)

= co(1)colex(yd + ayg +byo)) = ck(yg + ayg + byo) = 0.

Ainsi, tous les coefficients de FOURIER de ¢ sont nuls et donc ¢ est nulle.

Yo est solution de 'équation différentielle y” + co(a)yl + co(b)y = 0 sur R.

Partie III - Epicycloide

ITI.A - Définition de 1’épicycloide

IIT.A.1) Soit t € R. La distance OQ(t) entre les centres des cercles (Cp) et (C(t)) est égale & R + r la somme des
rayons de (Co) et (C(t)). On sait alors que (Cp) et (C(t)) sont tangents extérieurement. Leur point de contact est le point

d’intersection H(t) entre (Co) et le segment [0, Q(t)]. L’affixe h(t) est le nombre complexe de module R et d’argument
ett.

vVt € R, (Co) et (C(t)) sont tangents extérieurement en le point H(t) d’affixe h(t) = Re't.

IIT.A.2) Soit t € R. En notant w(t) laffixe de Q(t)

(T’,Q(t)M(t)) - (T’,Q(t)H(t)) + (Q(t)H(t),Q(t)M(t)) = arg(h(t) — w(t)) + gt = arg(—re'*) + qt

=t+m+qt=(q+1)t+m
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z(t) — w(t) est le nombre complexe de module r et d’argument (q + 1)t + 7t. Donc

IT1.B - Propriétés de 1’épicycloide
II1.B.1) Soit t € R.

z(t) =0& rett((q+1)—etit) =0 etdt =q +1.

Comme ¢ + 1 est un réel strictement plus grand que 1, I’équation précédente n’a pas de solution et donc la fonction
p : t z(t) ne s’annule pas sur R. Comme la fonction z est de classe C* sur R, la fonction p = v/zZ est de classe C*
sur R.

z(t)
|lz(t)]

sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. Puisque cette fonction est & valeurs dans U I’ensemble des complexes de
z(t) — eif(1)

|z(t)]

On en déduit que la fonction t —

est définie et de classe C* sur R en tant que quotient de fonctions de classe C*

module 1, le théoréme de relévement montre qu’il existe une fonction 6 de classe C* sur R telle que Vt € R,
ou encore Vt € R, z(t) = p(t)eie(t)_

Pour tout réel t, on a p(t) =|(R+ r)ett —retla+ VY = |reldt| x |[q + 1 — !9t = 7|q + 1 — €'9|. On en déduit que

2n I
la fonction p est ?—périodique.

7 s it : 7 it 4
IT1.B.2) e Pour tout réel t, z(t) =T ze“ —e2 > = re't (Z —e% ) z est 4m-périodique et p = |z| est g—périodique.

On obtient la courbe compléte quand t décrit [0, 47t].

4im

T . i 7 i 47t
o z(t+ —) = rettes (— - es_zt> = e 5 z(t). On étudie et on construit la courbe quand t décrit [0, —] puisque on

5 5
. R . . 47
obtient la courbe compléte par rotations successives de centre O et d’angle -

e Pour tout réel t,

() = A0 (et o) = T (1),

5it

4% 4%
Par suite, z'(t) =0 & ez =1 FkeZ/ t= Tﬂ Pour k € Z, notons alors My le point d’affixe zyx =z <Tﬂ> Tout

point de I’épicycloide distinct des My est régulier et les points My sont des points singuliers.

e Etudions le point My d’affixe z(0) = R. Quand t tend vers 0,

t2itd 7it 4912 343it3 5 35, 315it?

(7 . 3z 2 22 3
z(t)—r(2(1+1t 3 6) 1+ > 3 13 )+ o(t ))-r(2+ St 23 +o(t’))

7R, 63R_, R

=R+ t? + St + O(t).

R
R 0) quand t tend vers 0. On en déduit que I’épicycloide £ admet en

. 1 =
Ainsi, le vecteur t—zMoM(t) tend vers le vecteur (
My une tangente dirigée par le vecteur (1,0). De plus, quand t est au voisinage de 0, I’abscisse du vecteur MoM(t) est

7R 63
du signe de th et 'ordonnée est du signe de ﬁt3. My est donc un point de rebroussement de premiére espéce.
7 7t 5t 92t 7 7t 5t
e Pour t € [0, F]’ x'(t) = %(fsint +sin —) = 7rsin — cos — et y'(t) = —T(cost —cos =) = 7rsin — sin —. On en

4 4 2 2 4 4
déduit aisément la construction de la courbe £.
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II1.B.3) L’étude précédente se généralise aisément.

a
e Si @ = — avec a et b entiers naturels non nuls et premiers entre eux, la fonction z est 2b7-périodique et la fonction p

r
est —-périodique.

2im

27
a z(t). On construit I’arche obtenue quand t décrit [0, F] et on obtient la courbe compléte

2
e Pour t € R, z(t—i—%):e

par rotations successives d’angle z—ﬂ L’épicycloide & est alors composée de a arches isométriques.

e Pourt € R, z/(t) = (R+1)iett —ir(q+1)et(aT Dt —ir(q41)ett(1 —el9). Par suite, les points singuliers de ’arc sont les
points My d’affixes zi = Z(Zk—ﬂ), k € Z et les a arches de £ se rejoignent en les My qui sont des points de rebroussements
de premiére espéce. q

IT1.B.4) La longueur d’une arche est la longueur de I’arche d’extrémités Mo et My c’est-a-dire

27t/q —M> 2m/q
L= J U dt = J |z'(t)| dt.
0 dt 0

2
Or, pour t € [0, ?ﬂ],

Z/(t) = ir(q + 1)ett(1 — el9t) = {(R 4 r)eltelat/2(e—tat/2 _ plat/2) — )(R 4 y)etlat Nt/ 2 gy (%),

t
et donc, puisque % € [0,

2/ (1)) = 2(R + 1) sin (q_t> .
Ainsi,

2nt/ 21/4q
LZZ(RwLT)J qsin(q—t) dt:m{—cos(q—tﬂ ]:M.
0 2 q 0 q
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R+ 1)

La longueur d’une arche de I’épicycloide est

Si de plus g est un entier, ’épicycloide est composée de g arches et donc la longueur de ’épicycloide est 8(R + 1) =
1 4 1 4 1

8R (1 + —) = —&27{ R= M x longueur de (Cp).
q T ( qm

4(q+1)
T

si g € N*, la longueur de ’épicycloide est 8(R + 1) ol aussi x longueur de (Cop).

Si g est entier, la fonction z est 27-périodique et les arches ne se superposent pas. Par suite, si &/ est I'aire du domaine
considéré, la formule de GREEN-RIEMANN fournit

1 27 1
7= _J (x(t)y'(t) —y(t)x'(t)) dt = 5Im <

2t
3], 3 J z(t)z'(t) dt)

0

27
= %Im (J (g4 1)e Wt — e HatY) o jr(gq + 1) (et — etlatt) dt)

0
27 27
:7r2(q2+1)1m <iJO ((q+1)+1)dt> (car JO et dt=...=0)
— g+ (g +2) = A o

(g+1)(q+2)
q2

Si q € N*, Iaire de I’épicycloide est 7r?(q 4 1)(q 4 2) ou aussi x aire de (Cop).

II1.C - Le travail effectué¢ en III.B.1) est valable dans tous les cas : la fonction p est définie et de classe C* sur R,

r
?—pemodlque.

1 (" :
II1.C.1) (erreur d’énoncé : lire « déterminer tlir+n ¥J' p™(x)e™®™) dx pour tout (m,n) € N x Z ».)
— +00 0

Soit (m,n) € Nx Z. Pour x € R
pm(x)einex — pm—n(x)zn(x) — T.m—n‘q + 1 7eiqx‘m—nrneinx(q +] 7eiqx)n — einx X T.m|q +] 7eiqx|m—n(q +] 7eiqx)n.

Pour x € R, on pose alors f(x) = ei™ et g(x) = r™|q+1—e'9|™ " (q+1—el9)" f est continue sur R, de classe C! par
27t/q

2n
morceaux et 27m-périodique et g est continue par morceaux sur R et ?—périodique. Puisque =q ¢ Q, la question

1.C.1) permet d’affirmer que

t t
lim lJ p™(x)e!™ dx = lim lJ f(x)g(x) dx = co(f)co(g).

t—+o00 t 0 t—+o00 t 0
. 1sin=0 . . 1 t m inx . . 1 t m inx
Maintenant, co(f) = Osin £0 et donc sin # 0, tLlrf n pm(x)e™* dx =0etsin=0, . lim —| p™(x)e™™ dx =
1 Jo

t
lim lJ 1 x p™(x) dx =co(p™).

t— +o0 0

: 1t m inx Co(Pm)SinZO
Vim,n) e NxZ, lim — | p™(x)e'™™ dx = .

t—+o0o t

o O0sin#0

II1.C.2) Par linéarité,

lim —J P(p(x))Q(8(x)) dx = co(P o p)co(Q).
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Soient alors f une fonction définie et continue sur [R,R + 2r] et g une fonction continue sur R et 27t-périodique. D’apreés
les théorémes de WEIERSTRASS, il existe une suite de polynémes (P )nen convergeant uniformément vers f sur [R, R+ 2r]
et il existe une suite de polynomes trigonométriques (Qn )nen convergeant uniformément vers g sur R.

D’aprés la question précédente, pour chaque n € N, on a

Jim ¢ | Palo(x)Qu(0x)) dx = colPr o p)eo(Qu ).

Puisque la suite (Py)nen converge uniformément vers f sur [R, R + 2r], la suite de fonctions (Py, o p)nen converge unifor-

2
mément vers f o p sur le segment [0, FT[] et donc

) ' 1 [¥va 1 (/e 1 (2/a
Jim_co(Prop) = lim o | Palpa) de= g [ T Palelx)) dx= oo | f(pl) dx = colfop)

De méme, lim ¢co(Qn) =co(g) et donc lim co(Pn o pleo(Qn) =co(f o plco(g).

n— 400 n— +oo

t t
Vérifions alors que lim ( lim 1J Pr(p(x))Qn(x) dx) = lim ( lim 1J Pn(p(x))Qn(x) dx). Pour cela, pour n €

n—+oo \t=+00 t 0 t—+oco0 \t—+o0 t 0
t

N et t €10, +o0] posons wn (t) = %L Pr(p(x))Qn (0(x)) dx et U(t) = %L f(p(x))g(0(x)) dx.

Déja, la fonction f est continue sur un segment et donc bornée sur ce segment. D’autre part, chaque Q, est continue sur
R et 2m-périodique et donc bornée sur R. Pour x € [0, t], on peut donc écrire

[f(p(x))g(8(x)) — Pn(p(x))Qn(8(x))] < [f(p(x))] X [g(6(x)) — Qu(8(x))[ + [Qn(0(x)) x [f(p(x)) — Pn(p(x))]
< lffloo > 19 = Qnlleo +1Qnlloo X [If = Pnloo-

Mais alors pour t €]0,+oo[ et n € N,

(L) — un ()] < HO [£(p(x))g(8(x)) — Pr(p(x))Qn (8(x))] dx < [[flloo X g — Qn[loo + [|Qn oo X [If = Pr [l
et donc

neN, [[U—-unleo < [[fllo X 19 = Qnlloc + 1Qnlloc X If = Pnllco,

Comme la suite (Qn) converge uniformément vers g sur R, la suite (||g — Qn || ) tend vers O quand n tend vers +oco et
la suite (||Qn|le) est bornée. De méme, la suite (||f — Pnlloo) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Mais alors, la suite
(U — unlloo) tend vers O et donc la suite de fonctions (un)nen converge uniformément vers U sur ]0, +oo[. D’aprés une

généralisation du théoréme d’interversion des limites, on a lim U(t) = lim lim u,(t) et donc
t— 400 n—+oo t— +oo

tin 1 | f(p00)al800) ax = tim_ tim ¢ | Palp(x))Qn(0x)) dx = lim_colPn o pleo(Qn) =colf o p)ea(gl.

t—+oo t 0 n—+4oo t—+oo t 0

lim lJ f(p(x))g(O(x)) dx = co(f o p)co(g).

t—+o0o t 0

II1.C.3) Soit f la fonction définie et continue sur [R, R+ 2r], nulle en dehors de [po — ¢, po + €], valant 1 sur [po— E, po+ E],

2 2
affine sur [po — €, po — %] et sur [po + %, po + €] et g la fonction définie et continue sur R, 27t-périodique valant 1 sur
00 — 1%,90 + g], affine sur [0p — 1,00 — g] et sur (0o + g,@o +nl.

f est continue sur [R,R + 2r] et g est continue sur R et 27t-périodique. D’apreés la question précédente,

Jim ¢ | Flobxnaler)) ax = colfo plcola).

e Pour tout réel x on a p(x) = r|q+1—e'9t|. Donc p(0) =Ret p <§) =1(q+2) = R+2r. Puisque p est continue sur R, le

théoréme des valeurs intermédiaires montre que [R, R+ 2r] C p(R). Comme d’autre part, on a bien siir p(R) C [R, R+ 21],
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2 2
on a donc p(R) = [R,R 4+ 2r]. Mais alors, puisque p est ?ﬂ—périodique, plo, ?ﬂ] = [R,R + 2r]. En particulier, la fonction

2 1
f o p est une fonction continue, positive et non nulle sur [0, ?T[] et donc co(fop) = M J fop(x)dx #0.
0
27

1
e g est continue sur R, 27t-périodique, positive et non nulle et donc co(g) = ﬂJ' g(x) dx # 0.
0

t
Ainsi, . lim lJ f(p(x))g(0(x)) dx # 0 et en particulier, fop x go0 # 0. Il existe donc un réel x tel que f(p(x))g(0(x)) # 0

—+oo t 0
et donc tel que z(x) = p(x)e'®®) € P. Finalement

R+ 2r

II1.C.4) D’apres I11.C.3)

I’épicycloide £ est dense dans la couronne C. I

Partie IV - Probléme de visibilité

IV.A - Graphe de h.

—_—e ¢ —t—T—o +r——* r——
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
T

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I |
+

247 T —r -1 g 1

h est la fonction caractéristique de ’ensemble des réels dont la distance & Z est au plus égale a r.
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Un point du plan de coordonnées («, ) appartient a la forét F si et seulement si les coordonnées de ce point sont & une
distance au plus égale & r de Z ou encore

V(a, B) € R?, ((a, B) € F & h(a) x h(B) #0).

IV.A.1) a) Soit x € R. La fonction h est continue par morceaux sur R et donc la fonction t — h(t)h(x — t) est continue
1

11 1
par morceaux sur le segment [_Z’ Z]. La fonction t — h(t)h(x —t) est donc intégrable sur [—z, z].

b) Puisque h est paire, pour x € R on a

w(—x) = Jfl R(t)h(—x — 1) dt = J_z R(—w)h(—x + W) x —dw = J h(w)h(x —w) dw = u(x).

Nl=

Puisque h est 1-périodique, pour x € R on a

1 1
Pl

u(x+1):J'

1
2
Soit x € R. En posant y = x — t, on obtient

T X—T xX+T
h(t)h(x —t) dt:J h(x —1t) dt:J h(y) x —dy :J h(y) dy.

1
2

xX+Tr xX+T
Puisque la fonction h est continue par morceaux sur R, on sait que la fonction u : x — J h(y) dy = J h(y) dy —
X—T

X—T
J h(y) dy est continue sur R et de classe C' par morceaux sur R.
0

U est définie et continue sur R, de classe C' par morceaux sur R, paire et 1-périodique.

Soit y € [0, 1]. Puisque h est paire et 1-périodique, on a h(y)=1siy e [-r,rJU[l —r,1+71] et h(y)=0siy €lr,1 —r[.
Soit x € [0, 1].
.

e Sixel[0,2r],alors —1<x—1<0etr<x+71<3r<1—r.Dans ce cas, u(x):J 1dy =2r—x.

X—T

e Par parité et 1-périodicité, si x € [1 —2r, 1], u(x) =u(l —x) =x+2r—1.
e Sixel2r,T—2r[,alorstr<x—1<x+71<1—71et donc u(x) =0.

Graphe de u.
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Soit n € Z.

1
en W) = 5 (an (1) & ibjy (u)) = a‘“‘z(u) (car w est paire)
1 2r 1
= J u(x) cos(2nmx) dx = J (2r — x) cos(2nmx) dx + J (x + 2r — 1) cos(2n7x) dx
0 0 1—2r
2r 2r 2r
= J (2r — x) cos(2nmx) dx + J (1—y)+2r—1)cos(2nm(1 —y)) x —dy = ZJ (x — 2r) cos(2nmx) dx.
0 0 0
En particulier,
2r
co(u) :2J (x —2r) dx =2 x r >2< cal =42,
0
puis pour n € Z*,
. 2 2r .I 2r ] . 2 2r
cn(u)=2 [(ZT—X)M} + J sin(2nmx) dx = — [—M]
nm o 7 Jo nmn nmn o

1

= m(] — COS(4T1.7TT') Z 0.

co(u) =42 et Yn € Z, cn (u) € RT.

IV.A.2) ler cas. Si 0 € EZ, on a cos® =0 et sin® = £1 ou sin® = 0 et cos® = £1. Pour tout réel x, on a alors
u(xcos0)u(xsin 0) = u(0)u(£x) = 2ru(x) puisque u est paire. Par suite, pour t > 0,

1 (" 1 ("
—J u(xcos0)u(xsin0) dx = Zr—J u(x) x 1 dx.
t 0 t 0

La fonction u est continue par morceaux sur R et 1-périodique et la fonction constante 1 est continue, de classe C' par

1
morceaux sur R et 27-périodique. Puisque 7 ¢ Q, la question 1.C.1) permet d’affirmer que

] t
. 1131 —J u(x cos 0)u(xsin 0) dx = 2rco(u)co(1) = 2r x 4r% x 1 = 8.
— +00 0

] t
Sioe EZ, lim —J u(x cos 0)u(xsin0) dx = 8r3.
2 Ttotoo t Jg

T
2éme cas. Si 0 ¢ 277 Posons y = 27tx cos 0. On obtient pour t > 0 (puisque u est paire),

1 t 1 27tt cos O y ytan@ 1 27tt| cos 0| ytan@ y
- 0)u(xsin@) dx = —— (—) yran® dzij (—)d.
t L ulxcos Bjulxsin®) dx 27t cos O JO AT A < 27 ) Y 27t cos 0| J, Y\ )M\ ¢

ytano
27
2m-périodique, continue et de classe C! par morceaux sur R.

27
La fonction f : y—u ( ) est " e—périodique, continue par morceaux sur R et la fonction g : y— u (Zy_ﬂ) est
an

e Si tan ¢ Q, d’aprés la question 1.C.1),

1(t ] 1 27tt| cos 0|

{JO ulxcosBJulxsin) dx = 5o moe L fy)gly) dy  — colf)co(g).
Or, colf) = 1 J»Zn/tane ytanod d J'] (w) dw = co(u) et de méme, co(g) = co(u). Donc co(f)co(g) =
b "~ 2m/tan® J, Y\ Tn y—ou =colu méme, co(g) = co(u). Donc co(f)co(g) =

(co(u))? =161* et finalement

] t
sif¢ EZ et tan® ¢ Q, lim — | u(xcos®)u(xsin0) dx = 16r* > 0.
2 to+4o0o t 0
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] t
e Si tan € Q, avec le méme travail et d’aprés la question 1.C.2), ¥J u(xcos@)u(xsin @) dx a une limite réelle £(6) >
0
co(f)co(g) = 161* quand t tend vers +oo.

] t
sif¢ gZ et tan @ € Q, tlim ;J' u(x cos0)u(xsin 0) dx existe et appartient a ]0, +ool.
0

—+0o0

IV.A.3) Soit t € R.

e VO € R, la fonction x — u(x cos0)u(xsin 0) est continue par morceaux sur [0, t].

e Vx € [0, 1], la fonction 6 — u(x cos0)u(xsin0) est continue sur R.

e V(x,0) € [0,t] xR (ou [t,0] x R), [u(xcos@)u(xsinB)| < |[u|%, la fonction constante x + [Jul|2, étant une fonction
intégrable sur le segment [0, t] ou ([t,0]).

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales & parameétres,

t

Vvt € R, la fonction 6 — J' u(xcos0)u(xsin ) dx est continue sur R.
0

R

IV.A.4) (erreur d’énoncé : lire J u(xcos0)u(xsin0) dx > 1)
0
R
Supposons par absurde que : VR > 0, 30g € R/ J' u(xcosOgr)u(xsinOg) dx < 1. En particulier, Yn € N*, 30, €
0

n
R/ J u(xcosBn)u(xsin0,) dx < 1.
0

n
Pour n € N*, posons alors F,, = {9 eR/ J u(xcosf)u(xsin0) dx < 1}. Par hypothése, F,, n’est pas vide. D’autre

0
n

part, F, est I'image réciproque du fermé | — oo, 1] de R par I'application continue 6 — J' u(x cos B)u(xsin @) dx (d’apres
0
IV.A.3)). Par suite, Vn € N*, F,, est un fermé non vide de R. Maintenant, puisque la fonction u est positive,

n+1 n
J u(xcos0)u(xsinf) dx <1 éJ' u(xcosf)u(xsinf) dx <1,
0 0

et donc, Vn € N*| F,.11 C F,,. En résumé, (Fy)nen+ est une suite décroissante pour 'inclusion de fermés non vides de R.

n
On sait alors que m Fn # @. Soit 0 € ﬂ F... Par définition de 6, ¥Yn € N*| J u(xcos0)u(xsin0) dx < 1 ou encore
nenx nenx 0

n

vne N 0< lJ u(xcos@)u(xsin0) dx < l
nJo n

1M 1 ("
En particulier, lim —J u(xcos0)u(xsin®) dx = 0 ce qui contredit lim —J u(xcosB)u(xsin@) dx > 0 (IV.A.2)).
no+oo N Jo t—+4+o00 t

On a montré que

R

dR >0/ V0 € R, J u(xcos0)u(xsin0) dx > 1.
0

R
R étant ainsi fixé, soit 8 € R. Si Vx €]0, R], u(x cos0)u(xsin0) = 0 alors J u(xcos0)u(xsin®) dx = 0 ce qui n’est pas.

0
Donc, pour chaque 8 € R, il existe x €]0, R] (dépendant de 6) tel que u(x cos8)u(xsin8) # 0.

Ainsi, VO € R, 3x €]0, R] tel que u(x cos 8)u(xsin0) # 0. On voit alors sur le graphe de u que les réels x cos 0 et x sin 0 sont
a une distance au plus égale a 2r de Z. Le point de coordonnées cartésiennes (x cos8,ysin6) ou encore de coordonnées
polaires [x, 8] appartient donc a la forét F; constituée d’arbres de cotés 4r. Mais les questions IV.A.1) 4 IV.A.4) s’appliquent
T

au réel v’/ = 5 avec les mémes conclusions de sorte que le point de coordonnées polaires [x, 0] fourni appartient cette fois
a la forét F.

Ainsi, on a fourni un réel R > 0 tel que dans toute direction 6, on trouve un point d’angle polaire 0 appartenant a la forét
F et situé a une distance au plus R de O ce qui démontre le résultat annoncé au début de IV.
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IV.B - Algorithmique

IV.B.1) Posons I ={p € R**/ V0 € [0,2n], F N[O, A(p, 0)] # @}. D’apres la question précédente, I # @& (R € 1). Ainsi, I
est une partie non vide et minorée (par 0) de R. I admet une borne inférieure que ’on note Ry (Ro > 0). De plus, il est
clair que Ry > 1—71 > 0 (puisqu'il n’y a aucun morceau d’arbre dans le quart de disque x? +y? < (1 —71)2,x >0,y > 0).

Soit a > Ry. Par définition de Ry, il existe p € [Ro, a[ tel que p € I. Mais alors [pg, +oo[C I car si on voit un arbre dans
toutes les directions & une distance au plus po, alors on voit un arbre dans toutes les directions & au plus toute distance
supérieure ou égale & po. Mais alors [a, +oo[C I. Ainsi, Va > Ry, [a,+oo[C I et donc

]Ro,-l—OO[C IcC [Ro,-i—OO[ avec Rg > 0.

En particulier, I est un intervalle. Montrons alors que I est fermé.

Pour 6 € R, notons %y la demi-droite d’origine O et d’angle polaire 8. Pour 8 € R, F N Py est un fermé en tant
qu’intersection de deux fermés, non vide car dans toute direction on trouve un point de la forét a une distance au plus
Ro. Notons pg la borne inférieure de ’ensemble des distances de O & F N Yy. Puisque F N Yy est un fermé, pg est un
minimum. On constate alors que

VpeR, pel& Vo el0,2n, p > po.

Par suite, [ = ﬂ [pg, +oo[ et donc I est un fermé en tant qu’intersection de fermés.
0€(0,27)

I = [Rg, +oo[ avec Ry > 0.

1
IV.B.2) e Puisque 1 €]0, 4_1[’ il est clair que Rp > 2. Par symétrie, il suffit de regarder les arbres du quart de plan supérieur

gauche. Les arbres de centre (1,0) et (0, 1) cachent les arbres situés sur les axes de coordonnées et bouchent la vue dans le

. . ) ) 1—r m .
secteur angulaire compris entre 0 et Arctan et dans le secteur angulaire compris entre Arctan et 5 Il reste a

T
déterminer la valeur minimale Ry a partir de laquelle la vue est bouchée dans toute direction comprise entre Arctan ]

—r

et Arctan

e On se donne donc deux entiers naturels non nuls xg et yo. Les sommets de 'arbre A de centre (xo,yo) sont les points
de coordonnées (xo + r,yo = 7). L’arbre % couvre I'angle allant de son coin inférieur droit (xo + r,yo — ) & son coin

. . . - +r
supérieur gauche (xo — 1,yo + 7). Les angles limites ont pour tangentes respectives Yo e et Yo "
X0 X0 —
Yo—T Yo+T
X0 + T’ Xo—T '

La distance de lorigine & I'arbre Ay est la distance de O a son coin inférieur gauche (xo — r,yo — 1) et vaut donc
V(xo =112 + (yo — 1)2.

. On associe donc a

chaque arbre Ag le couple (

|
-

n+1
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e Décrivons alors 'algorithme. On suppose que Ry > n, n € N*. On ajoute a la liste des arbres dont la distance & ’origine
est strictement plus petite que n, les arbres dont la distance a l'origine appartient & [n,n + 1[. Ces arbres vérifient

n? < (xo—1)* 4 (yo—1)2 < (n+1)%

Pour un tel arbreon a1 <xp <n+1+4+rouencore 1 <xo<n+1 (car r < 1) et de méme 1 < yo <n+ 1. On fait alors
trier la nouvelle liste de couples dans ’ordre croissant des premiers éléments des couples.

On fait alors systématiquement tester pour deux couples consécutifs si la deuxiéme composante du premier couple est
supérieure ou égale & la premiére composante du second couple. Si c’est le cas, on affiche I'encadrement de n < Rg < n+1
et sinon on passe au n suivant. Puisque Ry existe, 'algorithme se termine en un nombre fini d’étapes.

Algorithme.
n=1 ; (on initialise n)
F= {(1 ir’ ] rr) , (] ;T, ! ;T> } : (on initialise la partie de la forét % a tester)
c=2 ; (on initialise le cardinal de F)
t=0 ; (on initialise un test t)
Tant que t=0 faire
Pour x variant de 1 & n+l et y variant de 1 & n+1 faire (on ajoute maintenant les arbres dont la

distance a O appartient a [n,n + 1[)

Si(x—1)P+y—1r2>n?et(x—1)7+y—12<m+1)? faire

F=FU <yr,y—+r)};
X+1 X—7T

c=c+1;

u=0; (un nouveau test u)
Tant que u=0 et k<c-1 faire
Si Flk +1](1) — F[k](2) > 0 alors u=1;
Sinon k=k+1;
Si u=1 alors t=1;
n=n+1;
Affichern <Ry <n-+1.
IV.C - On suppose maintenant que la forét, notée F' est constituée d’arbres ronds de rayon r’ > 0. Soient F la forét
dont les arbres sont des carrés de coté r = Z_rz’ = /21’ puis Ry le rayon associé a la forét F en IV.B.1). Chaque arbre de

la forét F est contenu dans un arbre de la forét F’ et donc dans toute direction on voit un arbre de la forét F’ situé a
une distance au plus égale a Ro.
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