SESSION 2006

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES I. FILIERE MP

Partie I - Préliminaires

LA -

bsintp---——————-¥—----—-

b cos acost | @

I.B - e L’application ¢ : cN — cN est linéaire. Comme
(@nnen = (r(2n+3)anyr —(1+ TZ)Znan +7(2n —3)an—1)nen-
S = Ker(), .7 est un sous-espace de CV.
e On sait qu’une combinaison linéaire de séries entiéres de rayons au moins égaux 1 est une série entiére de rayon au moins
égal & 1 et que la série entiére nulle a un rayon au moins égal a 1. L’ensemble des suites (an)nen telles que le rayon de
la, série entiére de terme général a,z™ est au moins égal & 1 est un sous-espace de CN. Comme %, est 'intersection de ce
sous-espace et du sous-espace .7, %, est un sous-espace de CN.
e Soit 1 : s - R?
(an)neny +—  (ap,aq)
- 1 est une application linéaire.
- Soit a = (an)nen € . Sia e Kerp, ag=a; =0et Vn € N*, r(2n + 3)ans1 — (1 +12)2nan +r(2n —3)an_1 = 0.
Mais alors, puisque la suite (1(2n + 3))nen ne s’annule pas sur N, on en déduit par récurrence que Vn € N, a,, = 0.
Ainsi, P est injectif.

m (1 +r3)2nan —r(2n —3)an_1).

a est un élément de .7 tel que P(a) = («, B). P est surjectif et donc P est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

On en déduit que dim(’.%) = dim(R?) = 2.

< est un espace vectoriel de dimension 2 et %, est un sous-espace de .%;. I

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.

- Soit («, B) € R2. Soit a la suite définie par ap = &, a; = B et ¥Yn € N*, any1 =




I.C - Théoréme de PARSEVAL. Soit f € %>. La suite (|cn(f)|)nez est de carré sommable et

+o00 +o00

1

1912 = 5 | IFOF at= 3 lealfI? =leolfF + Y (en (NP +le-nlfIP)

n=—oo n=1

Pour n € N*,

len (f)en(g) + con(f)e—n(g)l < len(f)] X lenl(g)l + le—n (f)l X lc—n(g)l

< 5 (enlfIF + len(@)R) + 3 (en(PZ +le—nlg)?).

Puisque les séries de terme généraux |cn (f)? et |cn(g)|? convergent, la série de terme général cn (f)en(g) + cn(f)en(g) est

absolument convergente.

Retrouvons alors une formule de polarisation.

1T+ gl — IIf — gll? = ((fIf) + (flg) + (alf) + (glg)) — ((fIf) — (flg) — (glf) + (glg)) =2 ((ﬂg) +W> = 4Re ((flg)).
De méme

[f+igll*—If—igl|* = ((fIf) +i(flg) — i(glf) —i*(glg)) —((fIf) —ilflg) + i(glf) —i*(glg)) = 2i((flg)—(flg)) = —4Im ((flg)).

Par suite, d’aprés la formule de PARSEVAL et par linéarité des coefficients de FOURIER

(flg) = Re (1)) + iTm ((fla)) = 1 (I + ol ~ £ — ol* ~ i} +g]1* + i} ~ o]}

+00
-1 ( D lenlf) +cnlg)? —len(f) — cnlg)* —ilen(f) +icn(g)* +ilen(f) —icn(9)|2>

4 n=—oo
+00 oo

= Y calfleale) =cof + Y~ (enlflenle) +cn(flenlg)),
n=—oo n=1

la derniére égalité étant vraie car la série de terme général ¢,, (f)cn(g) +c_n(f)c_n(g) est absolument convergente de sorte
que 'on peut permuter et associer les termes & volonté.

I.D - Pour t € R, f.(t) = V/1 —2rcost + 12. Donc f, est paire. Par suite, pour n € N,
] us

2en(fy) = %E f(tet™ dat = — f f(t) cos(nt) dt + %J_ f(t) sin(nt) dt = %E £(t) cos(nt) dt = an (fy).

vneN, an(fy) = 2cn(f;).

L.E - En posant z(t) = acos(t) + ibsin(t), on a

L(a,b) = Jﬂ |2/ ()| dt = ZJ';T | — asin(t) + ib cos(t)| dt

g it _ ,—it it . it - . . . .
- ZJ —at i :J la(e —e M) +blett +e 1Y) dt
0 2i 2 o
:J l(a+Db)e™t —(a—Dble | dt = (a—l—b)J 11— re2it| dt
0 0

—27 27
: du a+b
= b 1— wy = =
(a+ )Jo 1 —re'| > 3 J

:ﬂ(a+b)ao(f Y

2
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fr(u) du (par 27t-périodicité)
0



L(a,b) m(a+b)

ao(fr) 2

Partie II - Comportement asymptotique de la suite (a,(f,))
IT.LA - Soit n € N. oty #0 et

it _ CyHl, 4n(2n—1) 2n+2)n!2 2n—1 2n—1

o Cr 4 T2n+1) (2n)ln+NP242n+1) 2n+2

Kn+1
Xn

= 1. D’aprés la régle de ’ ALEMBERT,

En particulier, lim
n— 400

R=1.
II.B - Pour n € N,

Cnt1 2n—1

= n+2 —(2n— =
o 2n+2:>(n+ Jotnt1 —(2n— 1oy =0

=2n+ Nons1 —2noy + oan =0
= on =2+ 1) ang1 + 2no,.

Soit alors x €] — 1, 1[. On multiplie les deux membres de ’égalité précédente par x™ et on somme. On obtient

+oo +o0o +o0 +o0 +o00
f(x) = Z X"t =—2 Z M+ Do px™+2 Z nopx" =2 Z (m+ 1o x™ —2x Z nonx™ T = —2(1 —x)f'(x).
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1

vx €] —1,1[, 2(1 —x)f’'(x) + f(x) = 0.

vx €] — 1,10 2(1 —x)f/(x) +f(x) =0 = ¥x €] — 1,1[, e /20 =%)f/(x) 4 %

(1 — X) 671/2 ln(]fx)f(x) =0

f Lo fx)  f(0)
) =+v1—x.

)
)

=Vx el —-1,1] f(x

vx €] —1,1], f(x) =v1—x.

II.C - Pour x €] — 1,1[, on a f(x)> = 1 —x. On sait que pour x €] — 1,1[, on peut effectuer le produit de CAUCHY

de la série entiére E anx™ par elle-méme et par unicité des coefficients d’une série entiére, pour chaque n de N, on a

n 1sin=0
Z On_k =14 —1sin=1 .Mais alors, pour |z| < 1,
k=0 0 sinon

+oo 2 +o00 n
f(l)z = (Z Ocn2"> = Z < ockocnk> 2" =1—2z
n=0 k=0

n=0

VzeC, (2l < 1= (f(z)?=1-2).

II.D - Soient T €]0, 1] et t € R. Puisque [rett| < 1, [f(ret)|? = |(f(relt))?] = |1 —relt| = f,(t).

vr €]0,1[, VYt € R, [f(rett)]? = f,(t).
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IL.E - Soit n € N. Notons ey, la fonction t — el™t et f la fonction t — f(relt).

enl(fy) = ;—WJ fr(t)e ™t dt = ;—WJ [f(rett)Ze "t dt = ;—WJ f(reit)eintf(rett) dt = (fen|f)
7T —7T —7T

colfen)co(f) + Z (cp(fentep () +cplFenle p () (dapres 1C-)

(feo(f) + Z (cp n(flep(f) +c_p_n(f7)c_p(1z)) ().

1
27

série numeérique de terme général |og [r* converge, on en déduit que la série de fonctions de terme général t — oy r<et(k—pt
converge normalement et donc uniformément sur [—7t, 7t]. On peut donc intégrer terme a terme et on obtient

400 .
f)=D our™ L[ etteme gp) = { P sin=0
= 271 Osip<O

s
Soit alors p € Z. cp(f) J <Z o riet(k—p) ) dt. Maintenant, Vt € [—m, 7], |ogr*e! Pt = | [rk. Comme la
7T

—TT

Mais alors, la relation (*) s’écrit plus simplement

cn(fy o na P
enllr) f PP — Y 2@ o(pom) _ §T XkGnk ok
e~ x TnZCvn Jep(f) = ng%nT qur? = ) R = =
n n p=n p=n n k=0 n

L

k+1 +
J X St ix] 201 gy, J % Xx) O[]

x [0,0%% 0 Kn

k=0

dx.

vn eN,

enlfy) J“" X[x] Xn+x]_2[x]

X T

X[x] Xn+[x] 120

Pour n € N et x € R, posons u, (x) =

Kn
. Kn+1 2n — P P .
e Soit x € R. On a vu que pour n € N, = . On en déduit que o417~  on et plus généralement, x étant
On 2n+2 n— o0

fixé, o ~  On.
s An+[x] e d00 n

Mais alors, lirf un(x) = oc[X]TZ[X]. Ainsi, la suite de fonction (un )nen converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction
n— -+oo
U 1 x a2 qui est continue par morceaux sur [0, +ool.

Cnt1|  2n—1

an | 2n+42
vn € N*, ¥x € RY, [un (x)] < Jopg 725 = [u(x)].
Vérifions alors que la fonction u est intégrable sur [0, +ool.

< 1. On en déduit que la suite (Jotn|)nen+ est décroissante et donc

e Pour n € N* on a aussi

+o00 +00 k41 +oo +oo +oo
J [u(x)| dx = Z J lu(x)| dx = Z o2k =1— Z o =2 — Z o2k
0 k=0"k k=0 k=1 k=0

— V1 =12 < 4o0.

Dongc, u est intégrable sur [0, +ool.

e En résumé, chaque u,, est continue par morceaux sur [0, +ool, la suite de fonctions (in)n>1 converge simplement sur
[0, 400l vers la fonction u qui est continue par morceaux sur [0, +oo[ et Yn € N*| |u,| < |u| o [u] est une fonction continue
par morceaux et intégrable sur [0, +oo[. D’aprés le théoréme de convergence dominée,

e (f +o00 Olru1 00 +oo
im  Snf) :J lim —Ed 20 gy :J a2 dx
0

n—+oo X T™ 0 TN—otoo On

+o00
= Z o2k = f(r2) = /1 — 12,
k=0
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lim cn (fr) =1 =12

n—o+oo Xy T™

IL.F - D’aprés la formule de STIRLING,

an(fy) = 2cn(fr)

~ 2V1 —12apr™ = -24/1 —rn

n— +00 4“ Z(2n—1)
N a1 (2n/e)*™V4m o V1 —rzr“.
n—+oo n(n/e)2"(2mm)(2n —1) y/mn3/2
p VT2
An (Tr e 400 \/;[ n3/2 .
1
On note en particulier que Yk € N*, a,(f,) =0 <—k) ce qui est assuré a priori par le fait que f, est de classe C*
n— +oo n
sur R.

Partie III - Approximation de L(a,b)

int
IIL.A - Pour t € R, f,(t) =1 —2rcost + 12 puis f/( rem . Par suite
\/1 —2rcost + 12

Vt € R, (1 —2rcost+ 12)f/(t) —rsintf,(t) =0 (x).

Soit 1 € N*. On sait que by (f.) = —na, (f]). Ensuite

by (cos xfl) = :—Tr f1(t) sin(nt) cos(t) dt = % (% Jﬂ fl(t)sin((m+1)t) dt + :—Tr fl(t)sin((n—1)t) dt)
= 2 (b (£ + by 1(£)) =~ (4 Dans (f) + (n— Dag 1 (f,)
et
b (sin xf;) = :—IJ'H fr(t) sin(nt) sin(t) dt = % <% J'7T fr(t) cos((n —1)t) dt — :—IJ'H fr(t) cos((n 4 1)t) dt)
1

= z(an4 (fr) — ans1(fr)).

Par linéarité des coefficients de FOURIER, on obtient

(¥) = Vn e N*, (1 +13)bn(fl) — 2rb, (cos xfl) — vby, (sin xf,) = 0

T
Z(an—l (fr) —ang1(fy)) =0
=Vne N r(2n+43)ans1(fr) — (1 +12)2nan(f,) +r(2n —3)an_1 (f;) = 0.

= V¥ne N, —n(1 +1r%)an(f) + r(((n+ Dan1 (fr) + (= Nan1(f;)) —

Ainsi, la suite (an(fy))nen est un élément de 7 et puisque d’autre part, la série entiére de terme général a, (f;)z™ est
de rayon 1,

an(fr)z" € B,.

II1.B - Soit n € N*
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20 +12)n n+3

r2n+3)an — (1+7)2nan +r2n—3)an 1 =0& < 1= r(2n —3) n = 3ot
an = dn
20+ 2n+3
An_1 — an
(:)( ): r(2n —3) 2n—3 ( )
an 1 0 An+1

Algorithme en MAPPLE.

restart ;
suites_anAnBn:=proc(a0,al,r,n)
local u,v,w,A,A0,A1,B,B0,B1,i;
if n=0 then u:=al0;A:=1;B:=0;
elif n=1 then u:=al; A:=-2%x(1+r"2)/r; b:=1;
else
v:=a0; AO:=1; B0:=0;
w:=al; Al1:=-2%(1+r~2)/r; Bl:=1;
for i from 2 to n do
w:=((1+r~2) /r)* (2%i-2) / (2*i+1) *w- ((2*i-5) / (2*i+1) ) xv;
A:=((1+r~2) /) * ((2%1) / (2%i+1) ) *A1- ((2*i+1)/(2%1i-5))*A0;
B:=((1+r~2) /) *((2%1) /(2*%i+1) )*B1-((2*i+1)/(2%i-5))*B0;
v:=w; w:=u; AO:=A1; Al:=A; BO:=B1l; B1:=B;

od;
u; A; B;
fi;
end:
Soit n > 2.
An_1(7) 7§2:t%An72h) 2(14+2)n 2n+3
Mp 1T = 2?1—}—1 r(2n —3) n-3
_ — e 1 0
Bn 1(T) 211—58 Z(T)
214+ 1%)n n+1 2n+3
———An 1 (1) = 5——FAn- - An_
| FEm=y A T Al A )
| 204 1)n n+1 n+3
Tan—g) ot T g el g B
n+3
An(r) — An_1(r)
_ n-3 -M
N n+3 -
Brn(r) 7211—38“7](1”)

VTL 2 2, Mn—]T — M‘ﬂ.'

Soitn > 2. Mn_; ( a2_1 ) =Mu_1Ta ( On ) = Mn ( tn ) On en déduit encore que pour n > 1,

n

2
Mn () =M ()= () = (0 ) ()= (%)
An+1 An+1 az 1 0 az aj
VneN*,Mn( On ):(ao).
An+1 ag
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II1.C - Soit ¢ > 0. Puisque liril en =0, il existe n1 > N tel que pour p > nq, ¢, <
n— -+oo

1—k
el 2 ).Pourn2n1,ona
lun —U <Kup1 —U+en <o <K |un1 — U+ en +keng +---+kn1_15n1+1
—1 +o00
B e(1—%) "y B e(1—k) B e(1—%k) 1
T D I e Sl T e e T
k=0 k=0
_ 13
:le e ‘uT‘L] *ll‘i_z.
Ensuite, il existe no > n; tel que pour n > np, kK™ ™ |u,, — 1 < E. Pour n >ng,ona lu, — 1 < % + % =¢.
On a montré que : Ve >0, Ing e N/Vn e N, (n > np = |Jun| < €) et donc liIE u, =L
n— +o00
ITI.D - Posons 1 = ) puis, pour n > 1, u,, = An(r)an et v, =u,y — L D’aprés I111L.B -,
n+3 n+3 1412 2n n-3
o = An(r)an — 5= An1(M)ana = An(r)an — 5——=An (1) ( 30T 2n+3an_1)
T+12 2n
= An(r)an + Anf1 (T‘)(ln,1 - ——Anfl (r)an
r 2n—3

NV
D’apres ILF -, an rr

ng}loo W En particuher, an
dans ’égalité précédente, on obtient

~

Tdn—1 OU encore an
—+0o0

ran_14o0(an_1). En reportant
+o00

ao

T+12 2n
An(man +An_1(T)an_1 —
n— +oo

_ 2
e Un U = (141 s un g+ o(un—1)
Mais alors

—Anf n— n—
5 —3An-1(ran— +o(an—1))

Un —T%Un 1 +0(Un_1)
n— +oo

V= Unp — L

= ao—l+7m?uUn_1+0(Un_1)
n— +o00

n— 400

(1=l =1+ 12 (v 1 + V) ++o(va1 +1)

?Vn_1 4 0(vn_1) +o(1).
n—+oo
1—12

Maintenant, pour n grand, [o(vny_1)| <

[vin_1] et donc, pour n grand,

1—12
n — U =*vn_1 +0(vn_1) +0(1)] < T2vn_q| +

5 V-1l +lo(1)] = Kun—1 =1+ en,

1 2
ou k= T

€]0, 1[ et
n—+o0o

lim ¢, = 0. D’aprés la question III.D -, on peut affirmer que

lim u,, =1 ou encore
n— +oo

. _ ao(fr)
ngr_{_loo An(r)an(fy) = 2

Les calculs sont identiques pour la suite B;, en remplagant ap par a; et donc

. g (fr)
ng&loo Bn(r)an(fy) = 1T—+2°

ITI.E - D’aprés ILE - et I1.D -,

2
Loty = T B gy D)

An(r)an(fy) = ngrfoo n(a+b)(1— T'Z)An(‘r)cn(fr)
http ://www.maths-france.fr
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D’aprés la question ILE -, ¢ (f;) ~ V1 —12a,1™ et donc

n— +o0

L(a,b) = lim m(a+b)(1—12)32A (r)anr™

n—+oo
Pour n € N, posons donc 1, = 7t(a + b)(1 —12)3/2 A (v)onr™.
e Pourn =0, on a ly =m(a+b)(1—12)3/2,

2
ePourn=1onal; =mn(a+b)(1—-1%)32x —;(1 +1) x —Zr=m(a+b)(1—=12)32(1 +1%) =1o(1 +12).

I

e Soit n > 2.

2 _
(1412 An 1 (gt — 2t D2n = 3) 2

Anfz(T) Ocnsznf

Inn—1)
(2n —2)! 4, T (2n+1)(2n-3) (2n —4)! 5
——(1+1HA,_ n An- "
A ) e =z 3" dnm—1) 2 T = R =)
1412 2n n+1 (2n)! o (2n)! o
=(- _ - A, S it S = n_ A n
( A z(r)) AnZ(n—1)" gy~ Anenr?,
2(2 H(2n —
et en multipliant tout par 7t(a + b)(1 —1%)3/2, on obtient 1, = (1 +12)l_1 — r ijin)( :L) 3)ln,2.
La suite (1 )nen est donc bien la suite de I’énoncé et on a montré que
L(a,b) = lim Ln.
n— +oo
Partie 1V - Ftude de ., et de A,
IV.A - Soit n € N*,
2
A ao A a An Anan - 22+§an+1An—1
_ n _ n n _ -
o can(3):(3)) oo (o )| 0 2 B
n ntn m—3 n+1bn-1
2n+3
An —man-HAn—]
= 3 (C2 = C2—anCy)
Bn —man-HBn—]
n+3
An *mAnfl
= Qn+1 2%+3 = anq1det(My).
" _an.%Bn_1
Va € %, Vn € N*, a1A, — aoBn = anp1det(My).
IV.B - Soit n € N*. det(T,) = 52 +§. Mais alors, pour n > 2,
2n+3
det(My) = det(To) x det(My_1) = =2 det (My_1),
n—3
puis, pour n > 3,
2
2n+3 2n+1 7 (2n+3)2n+1(2n—1) | —Z(14+12) 5
det(My) = ... x =det(M;) =
eMn) = 2073 X s o X et M) 5x3x 1 T 0
(2n+3)(2n+1)(2n 1)
= 3 .
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ce qui reste vrai pour n =1oun = 2.

_ 3
vn e N, det(My) = — 2 H3ERFDEN T gy - 3

3 n— +oo 3

IV.C - La suite (an(f;))nen n'est pas nulle et est dans %,. Donc, %, est de dimension 1 ou 2.

Soit (an)nen € -%. D'aprés IILD - et ILF -,

ao(fr) \/F[ao(fr)n3/2
" oo T 12 )an (] nree (1= 123720
£1n3/2
et de méme, B, (f;) M. Mais alors

notoo (1 —12)3/2ym

An+1 = (alAn_aan)

1
det(My)

e T (83? +o0 (%)) ((m ao(fr) — apag (fr))%nz‘/zr_“ + o(ns/zr_"))

_ (aear(f) — arao(fy)) YT

~3/2.—n ~3/2.—n
oo 81 —r2p2™ T +o(n ).

1+r
Maintenant, si apaj(f.) — ajap(f;) # 0, la série de terme général a,z" diverge pour z = +

le rayon associé a la suite (an) est strictement inférieur a 1 et donc que (an) ¢ %:.

€10, 1[ ce qui montre que

N

Ainsi, si la suite (an) est dans %, on a apa;(fy) — ajag(fr) = 0. On en déduit par récurrence que Vn € N, an
ao

aolf )an(fr) et donc que la suite (an,) est proportionnelle & la suite (a,, (f;)). Ainsi,
ollr

dim(%;) =1 et %, = Vect((an(fr))nen).

De plus,

: 3ﬁ —3/2,.—m
si (an) ¢ %, an oo (aoar(fy) — alao(fr))mn /2y
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