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Partie I - Préliminaires

I.A -

b

b

b

b cos t a cos t

b sin t

Ea,b
b

b

a

a

t

I.B - • L’application ϕ : CN → CN
∗

(an)n∈N 7→ (r(2n + 3)an+1 − (1+ r2)2nan + r(2n − 3)an−1)n∈N∗

est linéaire. Comme

Sr = Ker(ϕ), Sr est un sous-espace de CN.
• On sait qu’une combinaison linéaire de séries entières de rayons au moins égaux 1 est une série entière de rayon au moins
égal à 1 et que la série entière nulle a un rayon au moins égal à 1. L’ensemble des suites (an)n∈N telles que le rayon de
la série entière de terme général anz

n est au moins égal à 1 est un sous-espace de CN. Comme Br est l’intersection de ce
sous-espace et du sous-espace Sr, Br est un sous-espace de C

N.
• Soit ψ : Sr → R2

(an)n∈N 7→ (a0, a1)

.

- ψ est une application linéaire.
- Soit a = (an)n∈N ∈ Sr. Si a ∈ Kerψ, a0 = a1 = 0 et ∀n ∈ N∗, r(2n + 3)an+1 − (1+ r2)2nan + r(2n− 3)an−1 = 0.
Mais alors, puisque la suite (r(2n + 3))n∈N ne s’annule pas sur N, on en déduit par récurrence que ∀n ∈ N, an = 0.
Ainsi, ψ est injectif.

- Soit (α,β) ∈ R2. Soit a la suite définie par a0 = α, a1 = β et ∀n ∈ N∗, an+1 =
1

r(2n + 3)

(

(1+ r2)2nan − r(2n − 3)an−1

)

.

a est un élément de Sr tel que ψ(a) = (α,β). ψ est surjectif et donc ψ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

On en déduit que dim( ′Sr) = dim(R2) = 2.

Sr est un espace vectoriel de dimension 2 et Br est un sous-espace de Sr.
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I.C - Théorème de Parseval. Soit f ∈ C2π. La suite (|cn(f)|)n∈Z est de carré sommable et

‖f‖2 =
1

2π

∫π

−π

|f(t)|2 dt =

+∞∑

n=−∞

|cn(f)|2 = |c0(f)|2 +

+∞∑

n=1

(|cn(f)|2 + |c−n(f)|2).

Pour n ∈ N∗,

|cn(f)cn(g) + c−n(f)c−n(g)| ≤ |cn(f)| × |cn(g)| + |c−n(f)| × |c−n(g)|

≤ 1

2

(

|cn(f)|2 + |cn(g)|2
)

+
1

2

(

|c−n(f)|2 + |c−n(g)|2
)

.

Puisque les séries de terme généraux |cn(f)|2 et |cn(g)|2 convergent, la série de terme général cn(f)cn(g) + cn(f)cn(g) est
absolument convergente.

Retrouvons alors une formule de polarisation.

‖f+ g‖2 − ‖f− g‖2 = ((f|f) + (f|g) + (g|f) + (g|g)) − ((f|f) − (f|g) − (g|f) + (g|g)) = 2
(

(f|g) + (f|g)
)

= 4Re ((f|g)).

De même

‖f+ig‖2−‖f−ig‖2 =
(

(f|f) + i(f|g) − i(g|f) − i2(g|g)
)

−
(

(f|f) − i(f|g) + i(g|f) − i2(g|g)
)

= 2i((f|g)−(f|g)) = −4Im ((f|g)).

Par suite, d’après la formule de Parseval et par linéarité des coefficients de Fourier

(f|g) = Re ((f|g)) + iIm ((f|g)) =
1

4

(

‖f+ g‖2 − ‖f− g‖2 − i‖f+ ig‖2 + i‖f− ig‖2
)

=
1

4

(

+∞∑

n=−∞

|cn(f) + cn(g)|2 − |cn(f) − cn(g)|2 − i|cn(f) + icn(g)|2 + i|cn(f) − icn(g)|2

)

=

+∞∑

n=−∞

cn(f)cn(g) = c0(f) +

+∞∑

n=1

(

cn(f)cn(g) + c−n(f)c−n(g)
)

,

la dernière égalité étant vraie car la série de terme général cn(f)cn(g)+c−n(f)c−n(g) est absolument convergente de sorte
que l’on peut permuter et associer les termes à volonté.

∀(f, g) ∈ (C2π)2, (f|g) = c0(f) +

+∞∑

n=1

(

cn(f)cn(g) + c−n(f)c−n(g)
)

.

I.D - Pour t ∈ R, fr(t) =
√
1− 2r cos t+ r2. Donc fr est paire. Par suite, pour n ∈ N,

2cn(fr) =
1

π

∫π

−π

f(t)eint dt =
1

π

∫π

−π

f(t) cos(nt) dt+
1

π

∫π

−π

f(t) sin(nt) dt =
1

π

∫π

−π

f(t) cos(nt) dt = an(fr).

∀n ∈ N, an(fr) = 2cn(fr).

I.E - En posant z(t) = a cos(t) + ib sin(t), on a

L(a, b) =

∫π

−π

|z ′(t)| dt = 2

∫π

0

| − a sin(t) + ib cos(t)| dt

= 2

∫π

0

| − a
eit − e−it

2i
+ ib

eit + ie−it

2
| dt =

∫π

0

|a(eit − e−it) + b(eit + e−it)| dt

=

∫π

0

|(a+ b)eit − (a− b)e−it| dt = (a+ b)

∫π

0

|1− re−2it| dt

= (a+ b)

∫−2π

0

|1− reiu| −
du

2
=
a+ b

2

∫2π

0

fr(u) du (par 2π-périodicité)

=
π(a+ b)

2
a0(fr).
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L(a, b)

a0(fr)
=
π(a+ b)

2
.

Partie II - Comportement asymptotique de la suite (an(fr))

II.A - Soit n ∈ N. αn 6= 0 et

αn+1

αn

=
Cn+1

2n+2

Cn
2n

4n(2n − 1)

4n+1(2n + 1)
=

(2n + 2)!n!2

(2n)!(n + 1)!2
2n − 1

4(2n + 1)
=
2n − 1

2n + 2
.

En particulier, lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

αn+1

αn

∣

∣

∣

∣

= 1. D’après la règle de d’Alembert,

R = 1.

II.B - Pour n ∈ N,

αn+1

αn

=
2n − 1

2n + 2
⇒ (2n + 2)αn+1 − (2n − 1)αn = 0

⇒ 2(n + 1)αn+1 − 2nαn + αn = 0

⇒ αn = −2(n + 1)αn+1 + 2nαn.

Soit alors x ∈] − 1, 1[. On multiplie les deux membres de l’égalité précédente par xn et on somme. On obtient

f(x) =

+∞∑

n=0

αnx
n = −2

+∞∑

n=0

(n + 1)αn+1x
n + 2

+∞∑

n=0

nαnx
n = 2

+∞∑

n=0

(n + 1)αn+1x
n − 2x

+∞∑

n=1

nαnx
n−1 = −2(1− x)f ′(x).

∀x ∈] − 1, 1[, 2(1− x)f ′(x) + f(x) = 0.

∀x ∈] − 1, 1[, 2(1 − x)f ′(x) + f(x) = 0 ⇒ ∀x ∈] − 1, 1[, e−1/2 ln(1−x)f ′(x) +
1

2(1 − x)
e−1/2 ln(1−x)f(x) = 0

⇒ ∀x ∈] − 1, 1[,

(

f√
1− x

) ′

(x) = 0⇒ ∀x ∈] − 1, 1[,
f(x)√
1− x

=
f(0)√
1− 0

⇒ ∀x ∈] − 1, 1[, f(x) =
√
1− x.

∀x ∈] − 1, 1[, f(x) =
√
1− x.

II.C - Pour x ∈] − 1, 1[, on a f(x)2 = 1 − x. On sait que pour x ∈] − 1, 1[, on peut effectuer le produit de Cauchy

de la série entière
∑

αnx
n par elle-même et par unicité des coefficients d’une série entière, pour chaque n de N, on a

n∑

k=0

αkαn−k =






1 si n = 0

−1 si n = 1

0 sinon
. Mais alors, pour |z| < 1,

f(z)2 =

(

+∞∑

n=0

αnz
n

)2

=

+∞∑

n=0

(

n∑

k=0

αkαn−k

)

zn = 1− z.

∀z ∈ C, (|z| < 1 ⇒ (f(z))2 = 1− z).

II.D - Soient r ∈]0, 1[ et t ∈ R. Puisque |reit| < 1, |f(reit)|2 = |(f(reit))2| = |1− reit| = fr(t).

∀r ∈]0, 1[, ∀t ∈ R, |f(reit)|2 = fr(t).
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II.E - Soit n ∈ N. Notons en la fonction t 7→ eint et f̃ la fonction t 7→ f(reit).

cn(fr) =
1

2π

∫π

−π

fr(t)e
−int dt =

1

2π

∫π

−π

|f(reit)|2e−int dt =
1

2π

∫π

−π

f(reit)eintf(reit) dt = (f̃en|f̃)

= c0(f̃en)c0(f̃) +

+∞∑

p=1

(

cp(f̃en)cp(f̃) + c−p(f̃en)c−p(f̃)
)

(d’après I.C -)

= c−n(f̃)c0(f̃) +

+∞∑

p=1

(

cp−n(f̃)cp(f̃) + c−p−n(f̃)c−p(f̃)
)

(∗).

Soit alors p ∈ Z. cp(f̃) =
1

2π

∫π

−π

(

+∞∑

k=0

αkr
kei(k−p)t

)

dt. Maintenant, ∀t ∈ [−π, π], |αkr
kei(k−p)t| = |αk|rk. Comme la

série numérique de terme général |αk|rk converge, on en déduit que la série de fonctions de terme général t 7→ αkr
kei(k−p)t

converge normalement et donc uniformément sur [−π, π]. On peut donc intégrer terme à terme et on obtient

cp(f̃) =

+∞∑

k=0

αkr
k

(

1

2π

∫π

−π

ei(k−p)t dt

)

=

{
αpr

p si p ≥ 0
0 si p < 0

.

Mais alors, la relation (∗) s’écrit plus simplement

cn(fr)

αnrn
=

1

αnrn

+∞∑

p=n

cp−n(f̃)cp(f̃) =
1

αnrn

+∞∑

p=n

αp−nr
p−nαpr

p =

+∞∑

p=n

αp−nαp

αn

r2(p−n) =

+∞∑

k=0

αkαn+k

αn

r2k

=

+∞∑

k=0

∫k+1

k

α[x]αn+[x]

αn

r2[x] dx =

∫+∞

0

α[x]αn+[x]

αn

r2[x] dx.

∀n ∈ N,
cn(fr)

αnrn
=

∫+∞

0

α[x]αn+[x]

αn

r2[x] dx.

Pour n ∈ N et x ∈ R, posons un(x) =
α[x]αn+[x]

αn

r2[x].

• Soit x ∈ R. On a vu que pour n ∈ N,
αn+1

αn

=
2n − 1

2n + 2
. On en déduit que αn+1 ∼

n→+∞
αn et plus généralement, x étant

fixé, αn+[x] ∼
n→+∞

αn.

Mais alors, lim
n→+∞

un(x) = α[x]r
2[x]. Ainsi, la suite de fonction (un)n∈N converge simplement sur [0,+∞[ vers la fonction

u : x 7→ α[x]r
2[x] qui est continue par morceaux sur [0,+∞[.

• Pour n ∈ N∗, on a aussi

∣

∣

∣

∣

αn+1

αn

∣

∣

∣

∣

=
2n − 1

2n + 2
< 1. On en déduit que la suite (|αn|)n∈N∗ est décroissante et donc

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ R+, |un(x)| ≤ |α[x]|r
2[x]| = |u(x)|.

Vérifions alors que la fonction u est intégrable sur [0,+∞[.

∫+∞

0

|u(x)| dx =

+∞∑

k=0

∫k+1

k

|u(x)| dx =

+∞∑

k=0

|αk|r2k = 1−

+∞∑

k=1

αkr
2k = 2−

+∞∑

k=0

αkr
2k

= 2−
√

1− r2 < +∞.

Donc, u est intégrable sur [0,+∞[.

• En résumé, chaque un est continue par morceaux sur [0,+∞[, la suite de fonctions (un)n≥1 converge simplement sur
[0,+∞[ vers la fonction u qui est continue par morceaux sur [0,+∞[ et ∀n ∈ N∗, |un| ≤ |u| où |u| est une fonction continue
par morceaux et intégrable sur [0,+∞[. D’après le théorème de convergence dominée,

lim
n→+∞

cn(fr)

αnrn
=

∫+∞

0

lim
n→+∞

α[x]αn+[x]

αn

r2[x] dx =

∫+∞

0

α[x]r
2[x] dx

=

+∞∑

k=0

αkr
2k = f(r2) =

√

1− r2.
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lim
n→+∞

cn(fr)

αnrn
=
√

1− r2.

II.F - D’après la formule de Stirling,

an(fr) = 2cn(fr)

∼
n→+∞

2
√

1− r2αnr
n = −2

√

1− r2
(2n)!

4nn!2(2n − 1)
rn

∼
n→+∞

−2
√

1− r2
(2n/e)2n

√
4πn

4n(n/e)2n(2πn)(2n − 1)
rn = −

√
1− r2rn√
π n3/2

.

an(fr) ∼
n→+∞

−

√
1− r2rn√
π n3/2

.

On note en particulier que ∀k ∈ N∗, an(fr) =
n→+∞

o

(

1

nk

)

ce qui est assuré à priori par le fait que fr est de classe C∞

sur R.

Partie III - Approximation de L(a, b)

III.A - Pour t ∈ R, fr(t) =
√
1− 2r cos t+ r2 puis f ′r(t) =

r sin t√
1− 2r cos t+ r2

. Par suite

∀t ∈ R, (1− 2r cos t+ r2)f ′r(t) − r sin tfr(t) = 0 (∗).

Soit n ∈ N∗. On sait que bn(f ′r) = −nan(f ′r). Ensuite

bn(cos×f ′r) =
1

π

∫π

−π

f ′r(t) sin(nt) cos(t) dt =
1

2

(

1

π

∫π

−π

f ′r(t) sin((n + 1)t) dt +
1

π

∫π

−π

f ′r(t) sin((n − 1)t) dt

)

=
1

2
(bn+1(f ′r) + bn−1(f ′r)) = −

1

2
((n + 1)an+1(fr) + (n − 1)an−1(fr))

et

bn(sin×fr) =
1

π

∫π

−π

fr(t) sin(nt) sin(t) dt =
1

2

(

1

π

∫π

−π

fr(t) cos((n − 1)t) dt−
1

π

∫π

−π

fr(t) cos((n + 1)t) dt

)

=
1

2
(an−1(fr) − an+1(fr)).

Par linéarité des coefficients de Fourier, on obtient

(∗) ⇒ ∀n ∈ N
∗, (1+ r2)bn(f ′r) − 2rbn(cos×f ′r) − rbn(sin×fr) = 0

⇒ ∀n ∈ N
∗, −n(1+ r2)an(fr) + r(((n + 1)an+1(fr) + (n − 1)an−1(fr))) −

r

2
(an−1(fr) − an+1(fr)) = 0

⇒ ∀n ∈ N
∗, r(2n + 3)an+1(fr) − (1+ r2)2nan(fr) + r(2n − 3)an−1(fr) = 0.

Ainsi, la suite (an(fr))n∈N est un élément de Sr et puisque d’autre part, la série entière de terme général an(fr)z
n est

de rayon 1,

an(fr)z
n ∈ Br.

III.B - Soit n ∈ N∗
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r(2n + 3)an+1 − (1 + r2)2nan + r(2n − 3)an−1 = 0 ⇔





an−1 =

2(1 + r2)n

r(2n − 3)
an −

2n + 3

2n − 3
an+1

an = an

⇔
(

an−1

an

)

=





2(1 + r2)n

r(2n − 3)
−
2n + 3

2n − 3
1 0





(

an

an+1

)

.

∀n ∈ N∗, Tn =





2(1+ r2)n

r(2n − 3)
−
2n + 3

2n − 3
1 0



.

Algorithme en MAPPLE.

restart ;

suites_anAnBn:=proc(a0,a1,r,n)

local u,v,w,A,A0,A1,B,B0,B1,i;

if n=0 then u:=a0;A:=1;B:=0;

elif n=1 then u:=a1; A:=-2*(1+r^2)/r; b:=1;

else

v:=a0; A0:=1; B0:=0;

w:=a1; A1:=-2*(1+r^2)/r; B1:=1;

for i from 2 to n do

u:=((1+r^2)/r)*(2*i-2)/(2*i+1)*w-((2*i-5)/(2*i+1))*v;

A:=((1+r^2)/r)*((2*i)/(2*i+1))*A1-((2*i+1)/(2*i-5))*A0;

B:=((1+r^2)/r)*((2*i)/(2*i+1))*B1-((2*i+1)/(2*i-5))*B0;

v:=w; w:=u; A0:=A1; A1:=A; B0:=B1; B1:=B;

od;

u; A; B;

fi;

end:

Soit n ≥ 2.

Mn−1Tn =







An−1(r) −
2n + 1

2n − 5
An−2(r)

Bn−1(r) −
2n + 1

2n − 5
Bn−2(r)











2(1+ r2)n

r(2n − 3)
−
2n + 3

2n − 3
1 0





=









2(1 + r2)n

r(2n − 3)
An−1(r) −

2n + 1

2n − 5
An−2(r) −

2n + 3

2n − 3
An−1(r)

2(1 + r2)n

r(2n − 3)
Bn−1(r) −

2n + 1

2n − 5
Bn−2(r) −

2n + 3

2n − 3
Bn−1(r)









=







An(r) −
2n + 3

2n − 3
An−1(r)

Bn(r) −
2n + 3

2n − 3
Bn−1(r)






= Mn.

∀n ≥ 2, Mn−1Tn = Mn.

Soit n ≥ 2. Mn−1

(

an−1

an

)

=Mn−1Tn

(

an

an+1

)

= Mn

(

an

an+1

)

. On en déduit encore que pour n ≥ 1,

Mn

(

an

an+1

)

= Mn

(

an

an+1

)

= M1

(

a1

a2

)

=

(

−
2

r
(1+ r2) 5

1 0

)

(

a1

a2

)

=

(

a0

a1

)

.

∀n ∈ N∗, Mn

(

an

an+1

)

=

(

a0

a1

)

.
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III.C - Soit ε > 0. Puisque lim
n→+∞

εn = 0, il existe n1 > N tel que pour p ≥ n1, εp <
ε(1− k)

2
. Pour n ≥ n1, on a

|un − l| ≤ k|un−1 − l| + εn ≤ . . . ≤ kn−n1 |un1
− l| + εn + kεn−1 + . . .+ kn1−1εn1+1

≤ kn−n1 |un1
− l| +

ε(1 − k)

2

n1−1∑

k=0

kp < kn−n1 |un1
− l| +

ε(1− k)

2

+∞∑

k=0

kp = kn−n1 |un1
− l| +

ε(1− k)

2

1

1− k

= kn−n1 |un1
− l| +

ε

2
.

Ensuite, il existe n0 > n1 tel que pour n ≥ n0, kn−n1 |un1
− l| <

ε

2
. Pour n ≥ n0, on a |un − l| <

ε

2
+
ε

2
= ε.

On a montré que : ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N/ ∀n ∈ N, (n ≥ n0 ⇒ |un| < ε) et donc lim
n→+∞

un = l.

III.D - Posons l =
a0

1− r2
puis, pour n ≥ 1, un = An(r)an et vn = un − l. D’après III.B -,

a0 = An(r)an −
2n + 3

2n − 3
An−1(r)an+1 = An(r)an −

2n + 3

2n − 3
An−1(r)

(

1+ r2

r

2n

2n + 3
an −

2n − 3

2n + 3
an−1

)

= An(r)an +An−1(r)an−1 −
1+ r2

r

2n

2n − 3
An−1(r)an.

D’après II.F -, an ∼
n→+∞

√
1− r2rn√
πn3/2

. En particulier, an ∼
n→+∞

ran−1 ou encore an =
n→+∞

ran−1 +o(an−1). En reportant

dans l’égalité précédente, on obtient

a0 =
n→+∞

An(r)an + An−1(r)an−1 −
1+ r2

r

2n

2n − 3
An−1(ran−1 + o(an−1))

=
n→+∞

un + un−1 − (1 + r2)
2n

2n − 3
un−1 + o(un−1) =

n→+∞
un − r2un−1 + o(un−1)

Mais alors

vn = un − l =
n→+∞

a0 − l+ r2un−1 + o(un−1)

=
n→+∞

(1− r2)l− l+ r2(vn−1 + l) + +o(vn−1 + l) =
n→+∞

r2vn−1 + o(vn−1) + o(1).

Maintenant, pour n grand, |o(vn−1)| ≤ 1− r2

2
|vn−1| et donc, pour n grand,

|un − l| = |r2vn−1 + o(vn−1) + o(1)| ≤ r2|vn−1| +
1− r2

2
|vn−1| + |o(1)| = k|un−1 − l| + εn,

où k =
1+ r2

2
∈]0, 1[ et lim

n→+∞
εn = 0. D’après la question III.D -, on peut affirmer que lim

n→+∞
un = l ou encore

lim
n→+∞

An(r)an(fr) =
a0(fr)

1− r2
.

Les calculs sont identiques pour la suite Bn en remplaçant a0 par a1 et donc

lim
n→+∞

Bn(r)an(fr) =
a1(fr)

1− r2
.

III.E - D’après I.E - et II.D -,

L(a, b) =
π(a+ b)

2
a0(fr) = lim

n→+∞

π(a+ b)(1− r2)

2
An(r)an(fr) = lim

n→+∞
π(a+ b)(1 − r2)An(r)cn(fr).
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D’après la question II.E -, cn(fr) ∼
n→+∞

√
1− r2αnr

n et donc

L(a, b) = lim
n→+∞

π(a+ b)(1− r2)3/2An(r)αnr
n.

Pour n ∈ N, posons donc ln = π(a+ b)(1 − r2)3/2An(r)αnr
n.

• Pour n = 0, on a l0 = π(a+ b)(1− r2)3/2.

• Pour n = 1, on a l1 = π(a+ b)(1− r2)3/2 × −
2

r
(1+ r2) × −

2

4
r = π(a+ b)(1− r2)3/2(1 + r2) = l0(1+ r2).

• Soit n ≥ 2.

(1+ r2)An−1(r)αn−1r
n−1 −

r2(2n + 1)(2n − 3)

4n(n − 1)
An−2(r)αn−2r

n−2

= −(1+ r2)An−1(r)
(2n − 2)!

4n−1(n − 1)!2(2n − 3)
rn−1 +

r2(2n + 1)(2n − 3)

4n(n − 1)
An−2(r)

(2n − 4)!

4n−2(n − 2)!2(2n − 5)
rn−2

=

(

−
1+ r2

r

2n

2n − 3
An−1(r) +

2n + 1

2n − 5
An−2(r)

)

(2n)!

4nn!2(2n − 1)
rn = −An(r)

(2n)!

4nn!2(2n − 1)
rn = An(r)αnr

n,

et en multipliant tout par π(a+ b)(1 − r2)3/2, on obtient ln = (1+ r2)ln−1 −
r2(2n + 1)(2n − 3)

4n(n − 1)
ln−2.

La suite (ln)n∈N est donc bien la suite de l’énoncé et on a montré que

L(a, b) = lim
n→+∞

ln.

Partie IV - Etude de Sr et de Br

IV.A - Soit n ∈ N∗.

a1An − a0Bn = det

((

An

Bn

)

,

(

a0

a1

))

= det

((

An

Bn

)

,Mn

(

an

an+1

))

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

An Anan −
2n + 3

2n − 3
an+1An−1

Bn Bnan −
2n + 3

2n − 3
an+1Bn−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

An −
2n + 3

2n − 3
an+1An−1

Bn −
2n + 3

2n − 3
an+1Bn−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(C2 → C2 − anC1)

= an+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

An −
2n + 3

2n − 3
An−1

Bn −
2n + 3

2n − 3
Bn−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= an+1det(Mn).

∀a ∈ Sr, ∀n ∈ N∗, a1An − a0Bn = an+1det(Mn).

IV.B - Soit n ∈ N∗. det(Tn) =
2n + 3

2n − 3
. Mais alors, pour n ≥ 2,

det(Mn) = det(Tn) × det(Mn−1) =
2n + 3

2n − 3
det(Mn−1),

puis, pour n ≥ 3,

det(Mn) =
2n + 3

2n − 3
× 2n + 1

2n − 5
× . . .× 7

1
det(M1) =

(2n + 3)(2n + 1)(2n − 1)

5× 3× 1

∣

∣

∣

∣

∣

−
2

r
(1+ r2) 5

1 0

∣

∣

∣

∣

∣

= −
(2n + 3)(2n + 1)(2n − 1)

3
.
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ce qui reste vrai pour n = 1 ou n = 2.

∀n ∈ N∗, det(Mn) = −
(2n + 3)(2n + 1)(2n − 1)

3
et det(Mn) ∼

n→+∞
−
8n3

3
.

IV.C - La suite (an(fr))n∈N n’est pas nulle et est dans Br. Donc, Br est de dimension 1 ou 2.

Soit (an)n∈N ∈ Sr. D’après III.D - et II.F -,

An ∼
n→+∞

a0(fr)

(1− r2)an(fr)
∼

n→+∞

√
πa0(fr)n

3/2

(1− r2)3/2rn
,

et de même, Bn(fr) ∼
n→+∞

√
πa1(fr)n

3/2

(1− r2)3/2rn
. Mais alors

an+1 =
1

det(Mn)
(a1An − a0Bn)

=
n→+∞

−

(

3

8n3
+ o

(

1

n3

))(

(a1a0(fr) − a0a1(fr))

√
π

(1 − r2)3/2
n3/2r−n + o(n3/2r−n)

)

=
n→+∞

(a0a1(fr) − a1a0(fr))
3
√
π

8(1 − r2)3/2
n−3/2r−n + o(n−3/2r−n).

Maintenant, si a0a1(fr) − a1a0(fr) 6= 0, la série de terme général anz
n diverge pour z =

1+ r

2
∈]0, 1[ ce qui montre que

le rayon associé à la suite (an) est strictement inférieur à 1 et donc que (an) /∈ Br.

Ainsi, si la suite (an) est dans Br on a a0a1(fr) − a1a0(fr) = 0. On en déduit par récurrence que ∀n ∈ N, an =
a0

a0(fr)
an(fr) et donc que la suite (an) est proportionnelle à la suite (an(fr)). Ainsi,

dim(Br) = 1 et Br = Vect((an(fr))n∈N).

De plus,

si (an) /∈ Br, an ∼
n→+∞

(a0a1(fr) − a1a0(fr))
3
√
π

8r(1 − r2)3/2
n−3/2r−n.
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